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Von Fig. 30 auf Seite 74 an bis Fig. 37 auf Seite 88 sind die Figuren- 
Citate im Texte um eine Nummer rückwärts zu lesen. 




Einleitung. 



JM.it dem Worte „Photometrie" bezeichnet man sowohl den- 
jenigen Theil der Optik, welcher vom Leuchten und von der 
Beleuchtung handelt, als auch die praktische Bestimmung der 
Leuchtkraft und der Grösse der Erleuchtung, ähnlich wie wir 
auch dem wissenschaftlichen Mathematiker und dem praktischen 
Feldmesser den gemeinschaftlichen Namen „Geometer^^ geben. 
Die Photometrie in der ersten Bedeutung des Wortes, also die 
Lehre vom Leuchten und von der Beleuchtung, soll der Gegen- 
stand dieser Blätter sein. 

Nach den Vorarbeiten von Bouguer, Euler, Smith, 
Kästner hat Lambert die Principien der Photometrie expe- 
rimentell begründet, neue und wichtige Probleme derselben be- 
handelt und alles bis dahin Bekannte in einem Lehrbuche zusam- 
mengestellt, der Photometria sive de mensura et gradibua hmdnisy 
colorum et umbraey die 1760 in Augsburg erschien. Die spätere 
Zeit hat dem eigentlichen Lehrgebäude der Photometrie nichts 
Wesentliches hinzugefügt. Für die Gegenwart, wo es von so 
grosser Bedeutung ist, möglichst rasch den Standpunkt der Wis- 
senschaft zu erreichen , schien es uns aber höchst wünschenswerth, 
dem Physiker die Behandlung der wichtigsten Probleme der Pho- 
tometrie in modemer Form und von allem Fremdartigen befreit 
bieten zu können. Dies die Veranlassung zur Herausgabe dieser 
kleinen Schrift. Wir glauben derselben, wenn ihr auch der Natur 
der Sache nach die ältere Photometrie Lambert's zu Grunde 

Beer, Photometrie. 1 
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"2 Einleitung. 

liegt, einen freundlichen Empfang vorhersagen zu dürfen. Jenes 
Werk ist nur Wenigen mehr zugänglich; es involvirt oft das 
Wissens werthe in eine Masse von Dingen, in ein Labyrinth von 
Rechnungen, die für die heutige Physik theils von höchst unter- 
geordneter, theils von gar keiner Bedeutung mehr sind; hierzu 
kommt noch, dass die Leetüre nicht wenig durch die alterthüm- 
liche , weitschweifige Behandlungsweise erschwert wird. Auch er- 
lauben wir uns darauf aufmerksam zu machen, dass wir hier 
mehre, wie wir glauben, nicht ganz unerhebliche eigene Bei- 
träge imd Zusätze zu den so interessanten Problemen der Photo- 
metrie liefern. 

Es gereicht ims zur Freude, den Leser daran zu erinnern, 
dass Arago jüngst der gelehrten Welt die Veröffentlichung einer 
Schrift über die durch seine Arbeiten so ausserordentlich geför- 
derte praktische Photometrie versprochen hat. Die Aussicht 
auf dieses jedenfalls bedeutende Werk scheint uns den gegenwär- 
tigen Blättern, zumal für den angehenden Physiker, einen tem- 
porären Mehrwerth zu verleihen. 



Erstes Capitcl. 
Grundsätze der Photometrie. 



Der photometrieche Calciil stützt sich auf einen zuaanunen- 

gesetzten Grundsatz über die Quantität des Lichtes , das von dem 

Elemente einer selbatleuclitenden Fläche auf das Element einer 

zweiten Fläche übergeht Bedeutet nämlich d/, Fig 1, den Flächen- 

Fig. 1. Inhalt des Elementes einer leuchtenden 

Fläche /, deren Leuchtkraft eben an der 

Stelle jenes Elementes durch die Zahl J 

dai^eetellt wird, ist femer d/' der Inhalt 

des Elementes einer zweiten Fläche /', 

das Ton dem ersten Elemente um die 

Länge r entfernt ist, und bildet endlich 

die Verbindungslinie der beiden Elemente 

mit der Normale von d/ den Winkel e, 

mit der von d/' den Winkel t; so wird 

die Quantität des Lichtes, welches von 

d/ auf d/' übergeht, dai^estellt durch 

den Ausdruck: 

J ■ Af ■ d/' ■ cos e ■ cos i 

Von den in dieser Formel auftretenden Winkeln heisst e der 
Emaaationswinkel und t der Incidenzwinkel des von d/ 
auf d/' auftreffenden Lichtes. Mim sieht nämlich leicht ein , dasi 
die von d/ nach d/' gelangenden Strahlen als mit der Verbin- 
uie r parallel angesehen werden dürfen, dass somit die 
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Strahlen unter dem Winkel e aus d/ ausstrahlen und unter dem 
Winkel i auf d/' einfallen. 

Die für die Quantität q aufgestellte Formel involvirt ersicht- 
lieh sechs Gesetze über das Leuchten und die Beleuchtung, ebenso 
viele nämHch als in derselben Grössen vorkommen. Diese Gre- 
setze sollen nun näher erörtert werden. 

Erstens. Es seien d^ und d^' zwei Flächenelementey 
die, auf ihrer Verbindungslinie senkrecht stehend, um die Linien- 
einheit von einander entfernt sind, und von welchen dg) Licht 
von einer gewissen Intensität aussendet. Der Theil von diesem, 
welcher das Element dg?' triflfit, wird nun offenbar um so grösser 
sein, je grösser die Leuchtkraft von dg) ist, und Nichts hindert 
uns daran, die Leuchtkraft von dg) durch ein beliebiges, aber 
ein für allemal bestimmtes Vielfache von eben der Quantität, 
welche das Element dg)' auffängt, zu messen. Diese Quantität 
durch h und die Leuchtkraft von dg) durch J bezeichnet, dürfen 
wir also unserer Definition gemäss setzen: 

A; = d g) • d g)' • J^ 

Zweitens. Tritt an die Stelle von d g) das ebenso gelegene 
und ebenso stark leuchtende Element d/, und machen wir die 
Annahme, dass sich das von den einzelnen Punkten des Elemen- 
tes herkommende Licht nicht stört, nicht interferirt, sondern ein- 
fach summirt, so leuchtet ein, dass die jetzt auf dg)' treffende 
Quantität in demselben Verhältnisse zu der firüheren steht, vne 
die Grösse des Elementes d/ zu der von d g). Für diese Quan- 
tität erhalten wir somit den Ausdruck: 

A' = d/. dg)' . J. 

Drittens. Ersetzen wir das Element dg)^ durch das ebenso 
gelegene d/S so sieht man ohne Weiteres ein, dass sich die 
Quantitäten, welche auf d/' und dg)' fallen, gerade wie die In- 
halte dieser Elemente verhalten. Für die auf d/' strahlende Licht- 
quantität ergibt sich also der Ausdruck: 

h" = d/ . df . J. 

Viertens. Machen wir die Annahme, dass von dem Lichte, 
welches einem leuchtenden Punkte P, Fig. 2, entströmt, bei der 
Fortpflanzimg kein Theil verloren geht, so werden die Kugeln 
K und JST',' deren Centrum in P liegt, und deren Radien 1 imd 
r seien, von einer gleichen Quantität Lichtes getroffen. Hieraus 
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folgt denn weiter, dasa sich die Quantitäten Lichtes, welcte auf 
Fig. 2. zwei gleich grosse Elemente 

e und e' der einen und an- 
dern Kugel treffen, umge- 
kehrt wie die Quadrate der 
zugehörigen Kadien verhal- 
ten, oder in anderen Wor- 
ten : die Quantität Lichte», 
weiche von einem leuchten- 
den Funkte senkrecht aul' 
ein in der Entfernung r 
befindliches Flächenelement 
fallt, ist r> mal kleiner, als 
die Quantität, welche auf 
dasselbe Element in der 
Entfernung 1 senlcrecht treffen würde- Wenn wir also das Ele- 
ment d/' auB der Entfernung 1 in die Entfernung r vom Elemente 
d_/" 80 verschieben , dass es immer auf der Verbindungaiinie beider 
Elemente senkrecht bleibt, so wird es von einer Quantität Lichtes 
getroffen, deren Ausdruck ist: 

i,..^ v ■<'/'■■' , 

Fünftens. Aus der soeben geltend gemachten Annahme 
von der Erhaltung der Liditqüantität folgt, dass dns Element f", 
welches ebensoweit von P entfernt ist wie s', und welches von 
einem Kegel umschrieben wird, dessen Spitze P und dessen Di- 
rectrix der Umfang von e' ist, von derselben Lichtqnantität ge- 
trofien wird wie das Element s'. Bezeichnen wir diese mit st, so 
ist also die Quantität, welche auf einen dem Elemente e' gleichen 

Theil von e" trifft, x • — . Daö Verhältniss — :- ist aber dem 
s" i" 

Cosinus des Neigungswinkels a beider Elemente, oder dem Cosi- 
nus des Winkels gleich, unter welchem die von P ausgehende 
Strahlung auf das Element t" trifft. Drehen wir also das Ele- 
ment *', bis es mit s" zueamnienfällt, so wird es von der Quan- 
tität X ■ con a getroffen. Die von einem Punkte auf ein Element 
ausgestrahlte I^iclitijuantität itt somit dem Cosinus des Incidenz- 
winkels proportional. Geben wir daher dem Elemente df eine 
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solche Lage , das« das von d/ kommende Licht unter dem Win- 
kel i auffällt, so ergibt sieh für die Quantität dieses Lichtes 
der Ausdruck: 

Sechsten s. Denken wir uns, dass das Element e^' selbst- 
leuchtend werde, und nehmen wii* an, was wahrscheinlich ist, 
dass die Fortpflanzung des Lichtes von den einzelnen Punkten 
von £'' nach P hin in gleicher Weise wie die Fortpflanzung von 
P nach den einzelnen Punkten von «'' hin stattfinde, so ist die 
nächste Folge dieser Annahme die, dass der Punkt P von dem 
Elemente £'' dieselbe Lichtquantität empfängt, welche er von C 
empfangen würde, wenn dieses Element mit derselben Energie 
wie e" Licht entwickeln würde. Unter x diese Quantität verstan- 
den, ist also K ' cos a die Quantität Lichtes, welche der Punkt 
P von einem dem Elemente «' gleichen Theile von «" erlangt. 
Der Winkel a, welchen die beiden Elemente einschliessen , ist 
aber auch der Winkel, unter welchem das Licht aus £" aus- 
strömt. Das von einem leuchtenden Elemente nach einem Punkte 
hin ausströmende Licht ist somit dem Cosinus des Emanations- 
winkels proportional. Wenn wir daher das Element d/ so dre- 
hen, dass das nach d/^ gelangende Licht unter dem Winkel e 
ausstrahlt , so drückt sich die Quantität dieses Lichtes aus durch : 

df • d/*' ' J - cos i * cos e 

q=-^^—^ -, 

Von (Jen sechs in der Grundformel ausgesprochenen Gesetzen 
scheidet sich ein erstes , welches die Abhängigkeit zwischen q und 
J bestimmt, durch unsere Definition des Maasses für die Leucht- 
kraft aus ; ein zweites , dasjenige , welches die Proportionalität von 
q imd d/' ausspricht, ist eine nothwendige Folge des Begriffes 
der Quantität überhaupt Es bleiben somit nur mehr die vier 
folgenden Gesetze übrig: 

Erstens. Die aus einem Elemente ausstrahlende und auf 
ein zweites Element senkrecht auffallende Lichtquantität ist dem 
Cosinus des Emanationswinkels proportional. 

Zweitens. Die aus einem Elemente senkrecht ausstrahlende 
und auf ein zweites Element fallende Lichtquantität ist dem Co- 
sinus des Incidenzwinkels proportional. 
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Drittens. Die von einem leuchtenden Punkte auf ein Ele- 
ment senkrecht einfallende Lichtquantität ist dem Quadrate der 
Entfernung des Punktes und des Elementeu umgekehrt proportional. 
Viertens. Die von mehren von einander unabhängigen 
leuchtenden Funkten auf ein Element senkrecht etrömenden Licht- 
züge stören sich in ihrer Endwirkung nicht, sondern summiren sich. 
Von der Bichtigkeit dieser vier empirischen Gesetze über- 
zeugen wir uns durch folgende Versuche. 

Erstens. Es ist ein bekanntes Factum, dass eine glühende 
Kugel von Eisen dem Auge in jeder Lage als eine gleitämiässig 
leuchtende Scheibe erscheint. Eine solche Kugel sei nun k, 
Fig. 3, und in einer gogen die Pupille des Auges sehr grossen 
F'g- 3- Entfernimg von ihr, etwa inp, be- 

finde sieh das Auge. Um p als 
Ceutrum denken wir uns die on- 
durchsichtige Kugeldäche KK ge- 
legt, die nur in oo und (/o' dorch 
zwei kreisförmige Oefllnungen durch- 
bohrt sei, welche der Pupille an 
Grösse gleichkommen. Aue dem 
mitgetheilten Factum folgt nun, dass 
das Auge die beiden Oefihungen oo, 
o' o' ganz gleichförmig erhellt sehen 
muss. Auf die Helligkeit dieser Oeffnungen ist aber offenbar nur 
ein Schi uas aus den Ijichtquantitäten gestattet, welche durch jene 
Oeffnungen in's Auge dringen. Und diese Quantitäten werden 
wir, da eben die Oefhiungen gleich hell erscheinen, als einander 
gleich setzen müssen. Ohne merklichen Fehler darf nun aber 
angenommen werden , Aofa nur die Punkte der Elemente a to, to' ea' 
der Kugel k Licht in's Auge senden , welche Elemente aus der 
leuchtenden Kugelfläche durch die beiden Cylinder herausgeschnit- 
ten werden, deren Basen die Elemente oo, o'o', und deren Äxen 
die Verbindungslinien der Mittelpunkte dieser Elemente und des 
Mittelpunktes der Pupille sind. Wir werden kein Bedenken tra- 
gen anzunehmen, dass alles Obige auch für eine Pupille gelten 
werde, die kleiner als die menschliche ist, dass es auch gelten 
werde, wenn wir uns die Pupille nur von der Grosse eines Flä- 
chenelementes denken. An dieser Grenze tritt an die Stelle des 
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Verhältnisees zwUclien den Elementeo rara, ra'ra' das umgekehrte 
Verhältniss zwischen den Cosinus der Emanationswinkel , und so- 
mit ist das von gleich grossen und gleich stark leuchteoden Ele- 
menten einem dritten Elemente senkrecht zugeschickte Lichtqaaa- 
tam dem Cosinus der Enianationawinkel proportional. 

Zweitens. Ea sei MM, Fig. 4, eine gleicbmässig glühende 
Metallplatte. In massiger Entfernung werde parallel mit ihr der 
^g- *■ Schirm SS aufgepflanzt, der in oo' eine 

der Pupille gleiche Oeffiiung habe. In 
einer gegen oa sehr grossen Entfernung 
befinde sich das Auge senkrecht über dem 
Mittelpunkte von oo'. Ohne merklichen 
Fehler darf man alsdann annehmen, daes 
das Auge die Oeffiiung oo' nur von dem 
Theile eaa' erleuchtet sehe, der aus der 
Metallplatte durch den Cyliader ausge- 
schnitten wird, dessen Basis oo' und des- 
sen Aze die VerbindungsliiSe des Cen- 
trums der OeSnung und der Pupille ist. 
Das Auge wird nun durchauft keine Ver- 
änderung wahrnehmen, wenn der Schirm 
SS durch den Schirm 5' 5' ersetzt wird, 
der in oo" eine elliptische Oeffiiung hat, deren Unifang auf dem 
soeben erwähnten Cylinder liegt. Hieraus schhessen wir, dass 
der Theil aa' auf oo" merklich dieselbe LichtquantJtät schickt 
wie auf oo'. Und da femer das Obige für eine beliebig kleine 
Pupille gelten wird und an der Grenze die Inhalte der Oefßiun- 
gen sich umgekehrt wie die Cosinus der zugehörigen Incidenz- 
winkel verhalten, so folgt, dass die einem leuchtenden Elemente 
senkrecht entstrahlte und auf ein zweites Element fallende Licht- 
quantität dem Cosinus des Incldenzwinkels proportional ist. 

Drittens. Man pflanze im dunkeln Zimmer eine weisse 
Fläche EE, Fig 5, senkrecht auf. Femer stelle man zwei mög- 
lichst gleich gestaltete und gleich helle Flammen /, /' her und 
bringe sie in gleicher Höhe vor EE, zn-ischcn sie und dic^ 
Ebene aber den undurchsichtigen Schirm SS' in solche Stellung, 
datjs der Funkt a, welcher senkrecht unter /liegt, ausserhalb dea 




Gnin<feä1zc der FholomHrie- 
ächatteoe von / und in dem Schatten von /', 



3 der Punkt t 




ausserhalb des ächattenu von 
f und innerhalb des Schattens 
von /liege. Hierauf verschiebe 
man die Flamme /' länge der 
Linie f'S', bis die Erleuch- 
tung der Ebene EE m den 
Punkten a und o' gleich ist. 
Miest man, sobald dies erreicht 
ist, die Distanzen af und a'f' 
und dtn Winkel f'a'E, so 
wird man finden, dass sich 
nahezu verhalte: 
ap : a'/'« = 1 : cos f'a'E 
Welche Folgerungen lassen sich ans diesem von I^ambert 
wirklich angestellten Versuche ziehen? Insofern die Dimensio- 
nen der beiden Flammen gegen die zur Sprache kommenden Ent- 
fernungen sehr klein sind, kann man ^ie annäherungsweise als 
zwei gleich stark leuchtende Punkte oder auch als zwei gleich 
grosse und gleich inteneiv leuchtende Elemente betrachten, die in 
/ und /' auf af und a'f senkrecht stehen. Bezeichnen wir nun 
die Lichtquantität, welche auf ein Element fällt, das wir in a' 
senkrecht zur Strahlung von/' halten, mit q", so ist dem Vor- 
hergehenden gemäss die Quantität, welche auf das Element fäJIt, 
wenn wir es mit der Ebene E A' zusammenfallen lassen, q' ■ eosf «' E. 
Diese Quantität kommt aber offenbar, da unter Übrigens gleichen 
UmsSnden die Helligkeit in u' und a gleich ist, deijeni- 
gen Quantität g gleich, welche unser Element erlangt, wenn 
wir es der senkrechten Strahlung von /oder/' inderP^ntfcrnuiig 
/a aussetzen. Wir haben also: g ^ q' co» f'a'E, oder der ge- 

. ?' _ »f . 
■ ,- «•/■■ 

auf ein Element senkrecht auffällt und von einem leuchtenden 
Punkte oder aus einem leuchtenden Elemente senkrecht ausstrahlt, 
ist dem Quadrate der Entfernung des Elementes von der Licht- 
quelle umgekehrt proportional. 

Viertens. Wie in dem vorhergehe ntlcn Versuche bedeute A'ii 
Fig. 6 e.£S. , eine senkrechte weisse Fläche, SS' einen undurch- 



fundenen Beziehung zufolge : 



; die Lichtquantilät, welche 



sichtigen Schirm. Auf der 
Fig. 0. 
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KE senkrechten Geraden «/ werde 
eine constant brennende Flamme 
/ aufgepflanzt, ebcneo auf und 
hitrt neben der senkrechten a'f 
\a f',f",f"' eine Anzahl, wir 
wollen sagen drei Flammen, 
die der Flamme/ in jeder Be- 
ziehung möglichst gleichkom- 
men und raöglichst nahe an- 
einander gerückt werden. In 
dem Punkte a wird die Ebene 
EE nur von der Flamme /, 
im Funkte a' nur von den 
Flammen/', /", /'" erleuchtet. 
Verschiebt man nun die Flamme 
/ längs der Senkrechten af, 
bis die Helligkeit in a und a' 
merklich dieselbe ist, undmisst 
man alsdann die Entfernungen «/und a'f, so wird man finden, 
dasB sie sich nahezu wie 1 : sj^, und allgemein wie die Einheit 
zur Quadratwurzel aus der Anzahl der in /' aufgepflanzten Flam- 
men verhalten. Bezeichnen wir aber die Llchtquantiiät, welche 
eine der Flammen /',/",/'" senkrecht auf em in a' befindliches 
Element ausstrahlt, mit q, so ist die Quantität, welche ein gleich 

grosses Element in a erlangt, q ■ — ^ = 3q. Diese Quantität 

kommt aber offenbar derjenigen gleich, welche das Element in 
a' von den drei Flammen /', /", /'" erhält. Da Aehnliches auch 
für eine grossere Anzahl Flammen und für Flammen von kleine- 
ren Dimensionen gilt, so schliessen wir, dasa die Quantität des 
Lichtes, welches von einer Anzahl sehr nahe an einander stehen- 
der, von einander unabhängiger und gleich stark leuchtender 
Funkte auf ein Element senkrecht auffällt, der Anzahl der Punkte 
proportional ist. Um ein Urtheil über die bei Versuchen der 
mitgetheilten Art erreichbare Genaiügkeit zu gewinnen , wollen 
wir das Resultat zweier B es timniungsreihen betrachten, die Lam- 
bert angestellt hat, um den Zusammenhang der beiden letzten 
Grundgesetze darzuthun. 
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Erste BeetimmungBreihe. Zwiechen die Flamme /, 
Fig. 7, und die weisse Fläche EE stellte Lambert einen dun- 
Fig. 7. kein Schirm SS' auf, der die 

I ganze Fläche EE beschattete- 
Hieraaf wurden in o ein und 
in o' zwei Spiegel aufgepflanzt, 
die alle drei das Licht nahezu 
gleich stark reflectirten. Sie 
wurden so gerichtet, dass sie 
von den Strahlen der Flamme 
fast seBkrecht getroffen wur- 
den , mid dasa das Bild f^ von 
I «I in die Liiiie oa, die Bilder 
I ^t) ^ ^6r Spiegel «j und «g 
r Linie o'a' ganz nahe zu 
liegen kamen. In Bezng auf 
die Frleuchtmig in den Punk- 
ten a und a' verlütlt eich dann 
ersichthch die Sache genau so, als ob sich in ^ > ^ xatA /g drei 
gleich helle Flammen befinden. Der Spiegel /i wurde hierauf, 
ohne dass seine Richtung eich änderte, längs der Linie ao ver- 
schoben, bis die Helligkeit in a und a' genau gleich erschien, bis 
also zwei gleiche Elemente in a und a' gleiche Lichtquahtität er- 
langten. Nachdem dies erreicht worden, mass Lambert die 
Entfernungen ao -}- "/^ «A "^"^ a' o'-^o'f-^ off. Aus fünf 
Versuchen, bei denen die Entfernung a'o' immer geändert wurde, 

ergaben sich für das Verhältnlss —jj-, f üiif verMltnissniässig we- 
nig verschiedene Werthe, deren Mittel die Zahl 0,71357 war. 
Dem dritten und vierten Grundgesetze zufolge ist aber, unter q 
die Lichtquantität für das Element in a verstanden, die für ein 

gleiches Element in a' 2 ■ 9 ■ ,\ - Es müsate also , da beide 
Quantitäten gleich waren, sein: 




■»■/■ 



^^\ 
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Der Werth von y" -5- ist aber 0,70711 und weicht aUo wirklich 
TOD der gefimdenea VeiiÄllnisszafal nur unbedeutend ab. 

Zweite BestimmungBreihe. Statt wie beim Torigen 
Versuche die Spiegel «j und ^ zuflsmmenzastellen , worden aie 
so au%epflaiizt, daes nahezu senkrecht über a' zwei veret^ieden 
entfernte Bilder /j,^ der Flamme entstanden (Fig. 8). Hieranf 
Fig. 8. wurde wieder wie voriiin 

der Spiegel «1 verscho- 
ben, bis a und a' gl^ch 
hell erschienen, und als- 
dann die E^tferanogen 
a»i 4- «1/ = «/i* "'»» 
-\- «i/ = (^ft nnd a'«j 
-|- *,/ = affi gemessen. 
Bezeichnen wir nun wie- 
der die Idchtquantität, 
die von /i auf ein Ele- 
ment in (I tri£Ft, mit 9, 
so ist die von fi und f^ 
zumal auf ein gleich 
grosses Element in a' 



-}- q • ■''. -. Es mueste also , da beide Quantitäten gleich waren, 

Aus vier jedesmal modificirten Versuchen ergaben sich aber 
für den Werth des links stehenden Ausdruckes wenig verschie- 
dene Werthe, die als Mittel die Zahl 0,9898 lieferten , welche 
denn auch wirklich der Einheit nahe gleichkommt. 

Ehe wir zur Anwendung der Grundgesetze und der aus ihnen 
ffiessenden Formel übergehen, müssen wir noch folgende Bemer- 
kungen vorunsschicken. 

Im Obigen haben wir still echweigcnd untersIclU , daes sich das 
Ucht in &aeax vollkommen durchsichtigen Jlittcl bewege- In einem 
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mehr oder minder undurchöichtigen Mittel tritt noch zu der von 
der Ausbreitung herrührenden Schwächung diejenige, welche 
durch die Absorption des Mittels bedingt ist. Auf diese werden 
wir später erst eingehen. 

Das Emanationsgesetz gilt nur für die Elemente einer leuch- 
tenden Fläche, annäherungsweise auch für die Oberfläche eines 
glühenden undurchsichtigen Körpers, eines Metalles unter andern, 
aus dem Grunde nämlich, weil hier aus den tiefer gelegenen 
Theilen kein Licht herausdringt. Die Versuche Arago's lassen 
jedoch vermuthen, dass dies nie ganz genau der Fall ist Arago 
fand nämlich, dass das unter grösseren Emanationswinkehi aus 
einem glühenden Körper hervordringende Licht senkrecht zu 
der Ebene polarisirt ist, welche die Normale und den ausströmen- 
den Strahl aufnimmt, und dieses Factum deutet an, dass die 
obere Schichte des Körpers das aus tiefer gelegenen Theilen 
kommende Licht durchgehen lasse und dabei polarisire. 

Hat man es mit einem leuchtenden Körper zu thun, der 
vollkommen durchsichtig ist, und dessen Brechuugsquotient sich 
nicht merklich von der Einheit unterscheidet, so drückt sich die Licht- 
quantität, welche von einem körperlichen Elemente dk desselben 
auf ein Flächenelement d/triflft, oflfenbar aus durch die Formel: 

*7 • dÄ • d/ • €08 i 

Hier bedeutet wieder J die Leuchtkraft des Elementes dk, i den 
Incidenzwinkel und r die Entfernung der beiden Elemente. 

Als einen Körper von der angegebenen Beschaffenheit kann 
man eine glühende Gasmasse oder einen mit glühenden Molekti* 
len ausgefüllten Ilaum, also z. B. eine Flamme annäherungsweise 
betrachten, hierbei von der Heterogeneität und der unvollkom* 
menen Durchsichtigkeit abgesehen. Hinter eine Flamme gehal- 
tene Schrift kann man durch jene hindurch lesen. 

Nochmals andere Verhältnisse treten ein, wenn der leuch-* 
tende Körper zwar durchsichtig ist, aber das Licht mehr oder 
minder stark bricht, ein Fall, der z. B. bei einer glühendett 
Glasmasse eintritt. Auf eigene Beobachtung hin kann der Ver- 
fasser der Behauptung entgegentreten, dass Glas beim Glühen 
opak werde. Allerdings aber nahm er eine Verminderung der 
DurcliBichtigkeit wahr. 



Zweites Capitel. 
Die directe Erleuchtung. 



I. Von der Erleuchtung im Allgemeinen. 

Ein Körper, welcher der Strahlung eines Lichtes ausgesetzt 
wird, das wir der Einfachheit wegen als homogen, als einfarbig 
unterstellen wollen, theilt dieses Licht an seiner beschienenen Ober- 
^che in zwei wohl zu unterscheidende Theile. Einen ersten Theil 
des Lichtes nämUch lässt er in sein Inneres eindringen, einen 
zweiten Theil strahlt er zurück. Von jenem sehen wir hier ganz 
ab. Was den zweiten Theil betrifft, so kann dieser erstlich in 
seiner Totalität dem bekannten Keflexionsgesetze gehorchen, ein 
Fall , der jedoch nur bei vollkommener Politur des Körpers ein- 
treten würde, und dem wir uns nur durch möglichst vollkonunene 
PoHtur annähern. Bei senkrechter Beleuchtmig nehmen wir an 
einer noch so vollkommen geglätteten Platte immer noch unregel- 
, . ipftässig zurückgestrahltes Licht wahr. Der erwähnte zweite Theil 
könnte aber andererseits auch vollständig diffimdirt, d. i. unregel- 
^ • massig reflectirt werden. Dies würde bei vollkommener Mattig- 
' ■ keit des Körpers eintreten und kann ebenfalls nur annähernd 
stattfinden. Selbst matte Körper, z. B. ein Blatt Papier, re- 
f^ , ^ flectiren mitunter bei nahe streifender Incidenz namentlich dad 
V/ft^^ blinder brechbare Licht regelmässig. Das unregelmässig re- 
fleetirte, oder diffimdirte Licht ist es nun, welches uns den Kör- 
por Yon allen Seiten her wahrnehmen lässt. Seine Intensität neh» 
wir zum Afaasse der Erleuchtung. Wir können uns die 
hierbei so denken, als ob das einzelne Flächenelement 
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durch die auf dasselbe fallende Lichtquantität selbstleuchtend 
würde. Die Kraft dieses Selbstleuchtens nehmen wir der auffal- 
lenden Quantität unter übrigens gleichen Umständen proportional 
an und unterstellen^ ferner noch, dass das nach einer gewissen 
Richtung hin diffimdirte Licht dem Emanationsgesetze folge. In 
der That nämlich verhält sich im Versuche ein matter und nament- 
lich imdurchsichtiger Körper, der erleuchtet wird, ähnlich wie 
ein leuchtender undurchsichtiger Körper, in's Besondere wenn 
die zur Sprache kommenden Emanationswinkel einem Rechten 
nicht allzu nahe liegen. 

Setzen wir verschiedene gleich gestaltete Körper in gleicher 
Weise derselben Lichtstrahlung aus, so werden wir bemerken, 
dass ihre Erleuchtung in homologen Punkten sehr verschieden 
ausfällt. Weisses Papier wird z. B. eine grössere Helligkeit er- 
langen als schwarzer Sammt. Andererseits findet man aber auch^ 
dass ein und derselbe Körper unter übrigens gleichen Umständen 
von anscheinend gleich intensivem, aber verschiedenfarbigem Lichte 
getroffen, in der Helligkeit sehr bedeutende Unterschiede zeigen 
kann. Ein mit Zinnober intensiv gefärbtes Papier zeigt in einem 
rothen Lichtzuge eine grosse Helligkeit, während es in einem 
homogen grünen fast schwarz erscheint. In diesem verschiedenen 
Verhalten ein und desselben Körpers gegen verschiedenfarbiges 
Licht liegt ja eben der Grund der eigenthümlichen Farbe, welche 
den Körper bei einer Beleuchtung durch ein Lichtgemenge» 
z. B. durch weisses Licht charakterisirt. Nach allem diesen wer- 
den wir die Helligkeit oder Erleuchtung oder die Leuchtkraft 
eines von homogenem Lichte erleuchteten Flächenelementes durdi 
das Product fi • q darstellen können, wo \l einen von der Natuif 
des Elementes und der Farbe des Lichtes abhängigen Coefficien- 
ten bedeutet, q aber die auf das Element fallende Quantität dar- 
stellt. Und wenn ein und dasselbe Element von den Quantitäten 
91» ?2 • • • verschiedenfarbigen Lichtes beschienen wird, so wird 
sich seine Helligkeit durch die Summe fti ft -f- ft2 2^2 -f- * • • ^'^s- 
diücken, wo sich die Coefficienten fAi9 ft2 • • • auf die verschie- 
denea Lichtqualitäten beziehen. 

Wenn es sich darum handelt, die Beleuchtung eines gleich- 
mäang irgendwie gefärbten Körpers durch homogenes Licht, oder 
eines homogen gefärbten durch irgend ein Lichtgemisch, oder 
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eines weissen Körpers durch irgend ein Lichtgemisch zu be- 
urtheilen, so genügt dem Obigen zufolge die Betrachtung der 
auf seine einzelnen Elemente fallenden Lichtquantität, ja, falls 
das Licht zusammengesetzt ist , die Betrachtung jener Quantität 
für einen seiner Bestandtheile. Dieser Quantität ist nämlich als- 
dann die Erleuchtung proportional. Solche Fälle werden wir 
hauptsächlich hier im Auge behalten, wenngleich die Behandlung 
zusammengesetzterer Fälle keine besonderen Schwierigkeiten dar- 
bietet, wohl aber weitschweifiger ist. 

IL Von der Erleuchtung einer Fläche durch einen 

leuchtenden Punkt 

Bei dem einem Funkte entströmenden Lichte braucht man 
auf die Art der Emanation keine Rücksicht zu nehmen; die Er- 
leuchtung eines Elementes hängt hier nur von der Entfernung 
der Lichtquelle, deren Leuchtkraft und der Incidenz ab. Es sei 
nun d/ das Element einer Fläche /, die dem Lichte des Punktes 
S ausgesetzt ist, r sei femer die Distanz dieses Punktes und t 
der Incidenzwinkel. Bedeutet dann ausserdem J » dq> die Licht- 
quantität, welche senkrecht auf das Element d^ fällt, wenn es 
dem Punkte S bis zu einer der Längeneinheit gleichen Entfer- 
nung ausgesetzt wird, so drückt sich die auf das Element d/ fal- 
lende Quantität aus durch: 

t7 • d/ • cos i 

? :p2 

Man denke sich das Element d/ in die Tangentialebene der Fläche 
/ ausgebreitet und auf diese vom Punkte iS ein Perpendikel herab- 



gelassen. Hat dieses Perpendikel die Länge j?, so ist: ^zrncosi^ 



und es wird: 

Dieser Ausdruck lehrt uns eine einfache Art, wie wir uns leicht 
eine Vorstellung von der Erleuchtung einer Fläche bilden können. 
Um einen bestinunten Fall vor Augen zu haben, wollen wir an- 
nehmen, es handle sich um eine geschlossene, conv ex- convexe 
Fläche. Um den Punkt &y Fig. 9, als Centrum construiren wir 
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eine Kugel k vom Radius p' und legen an k und / alle mög- • 
liehen Berührungsebenen , für welche Kugel und Fläche auf 

Kg. 9. 




entgegengesetzten Seiten liegen. Diese Ebenen umhüllen eine 
conoidische abwickelbare Fläche, welche Kugel und Fläche in 
denselben Funkten berührt, die auch den Tangenüalebenen und 
diesen Flächen gemein sind. Wir wollen jene Fläche das inverse 
BerührungBCOnoid der Kugel und Fläche nennen. Die dem Co- 
noTde und der B'Iäche / gemeinschaftlichen Punkte bilden eine 
Berührungscurve c'. Es leuchtet nun ein, dass für sämmtliche 
Elemente einer solchen Curve p denselben Werth, nämlich p', 
bewahrt, und dass somit die Quantität q und die Erleuchtung 
auf dem UmfiEinge der Curve einfach dem Cubus der Entfernung 
des Elementes vom Funkte S umgekehrt proportional ist. Die 
Punkte von c' zerfallen in Gruppen von gerader Anzahl mit 
gleicher Beleuchtung, und eine solche Gruppe bestimmt sieb als 
die Durchschnitte der Curve c' und einer um S beschriebenen 
Kugelfläche. Wir construiren alle möglichen Beriihrungscurven 
c', indem wir den Radius von k, von Null ausgehend, stetig 
wadisen lassen. An jener ersten Grenze geht das inverse ConoTd 
in den Kegel über, dessen Spitze in S liegt, und der die Fläche 
B««r, Photometrie. 2 
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f in C berührt. Ka erhellt, dass aJle jeneeite von C gelegenen 

Punkte von / kein Licht erhalten. Dieser Theil der Flache liegt 

Fig. 10. 




a)«o im Schatten; er hildei den sogenannten eigenen, oder 
Seiten-Schatten der Fläche. In der Grenze C des letzteren 
b^;innt erst die Krleuehtung, indem sie von Null ausgeht, denn 
für die Punkte von C ist p' ^0, aleo auch g =^ 0. Wahrend 
nun weiter der Radius der Kugeln k wachst, erbalten wir eine 
immer engere Berührungscurve , hia diese endlich an der zweiten 
Grenze der Kugeln k in einen Punkt e uhergeht, den Punkt 
nämlich, in welchem sich die Fläche / und die grösstmögliche 
Kugel k, die ganz aueserhalh der Fläche liegt, herühren. Der 
Punkt c, der sogenannte glänzende Punkt (p<M?i( brillant) er- 
hält iu unserem Falle, d. i. hei einer convex - convexen B'läche 
die grÜBBte Erleuchtung. Der Funkt c hegt mimlich eineraeits 
der Lichtquelle am nächsten und andererseits erreicht in demsel- 

hcn der Incidenzwinkel ein Maximum, nämlich den Wcrth tt-. Le- 
gen wir durch o und >ä eine Ebene , so schneidet diese die Fläche 
/ in einem Normalöchnitte d. Bei einem Fortschreiten auf dieser 
Corve von c aus nach der einen oder anderen Seite nimmt der 



Die directe Erleuchtung. 19 

Werth der Grösse p ab, während der von r zunimmt, so dass 
also q und die Erleuchtung immer kleiner werden, bis sie im 
Durchschnitte von d und C verschwinden. 

Bezeichnen wir die im Obigen eingeführten Curven c und d 
mit dem passenden Namen von Erleuchtungsparallelen und Er^ 
leuchtungsmeridianen, so lassen sich die allgemeinen Resultate, 
zu denen wir gelangt sind, wie folgt fassen. 

1) Auf ein und demselben Parallele ändert sich die Erleuch- 
tung von Punkt zu Punkt im umgekehrten Verhältnisse des Cubus 
der Distanz von. der Lichtquelle. 

2) Auf ein und demselben Meridiane nimmt die Erleuchtung 
vom glänzenden Punkte an beiderseits stetig bis zur Grenze der 

Erleuchtung ab und zwar im Verhältnisse des Werthes von -^ 

3) Endlich sieht man auch noch leicht ein , dass die Erleuch- 
tung in den Punkten des Durchschnittes der Fläche / und einer 
Kugel, deren Mittelpunkt iS ist, in geradem Verhältnisse mit der 
Länge des Perpendikels p steht. 

Bedeutend einfacher als in dem allgemeineren Falle gestalten 
sich die Sachen, wenn der leuchtende Punkt in's Unendliche 
rückt, oder, was dasselbe besagt, wenn die Fläche / parallelen 
Strahlen ausgesetzt wird. Bezeichnen wir hier die Quantität des 
Lichtes, welches auf ein Element d^ senkrecht auffallt, das sich 
in der Nähe der Fläche / bejßndet, mit J * dg), so drückt sich 
die Quantität, welche das Element d/ erhält, aus durch: 

q = Jdf • cos i, 
da hier die Entfernung r für alle Elemente dieselbe ist Die 
Grenze der Beleuchtung ist die Curve, in welcher die Fläche/ 
von einem Cylinder berührt wird, dessen Axe der Bichtung der 
Strahlen parallel ist. Der glänzende Pimkt ist der Berührungs- 
punkt einer auf der Strahlung senkrechten Tangentialebene von /. 
Die Parallelcurven werden durch Conoide bestimmt, deren Tan- 
gentialebenen gegen die Richtung der Strahlen dieselbe Neigung 
bewahren. Auf ein und demselben Parallele herrscht überall die- 
selbe Erleuchtung, auf demselben Meridiane aber nimmt dieselbe 
vom glänzenden Punkte an beiderseits wie der Cosinus der Li- 
ddenz ab. Wir wollen beispielBweise ein Ellipsoid betrachten. 
Seine Axengleichung sei: 

2* 



i 
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£2 jf2 £2 

a2 + 12 + o2 ~^' 

Die Bichtung der Strahlen bilde mit den Axen die Winkel a^ß^y. 
Wenn nun i der Incidenzwinkel im Punkte (x', t/', z^) ist, so hat 
man: 

-— CO« a -|- TT CO« /S + ~ CO« y 

CO« l = -r — r- • ' 

V(5)' +(£)■+ (5)' 

Die Coordinaten aller Punkte, für welche t, also auch die Be- 
leuchtung constant ist, genügen somit der Gleichung: 

welche einem Kegel des zweiten Grades angehört, dessen Spitze 
im Mittelpunkte des Ellipsoides liegt. Der Durchschnitt dieses 
Kegels mit dem EUipsoide bestimmt somit eine Erleuchtungs- 
parallele, deren Punkte gleiche Helligkeit zeigen. Setzen wir 
i = 0, so erhalten wir für die Gleichimg des Durchmessers, 
welcher im glänzenden Punkte ausläuft: 

(5 - « +i - ^ + Ä - ')■ = [(5)'+(Ö'+©']- 

Und setzen wir i = — , so kommt für die Gleichung des der 
Beleuchtungsgrenze entsprechenden Kegels: 

Der Kegel artet also hier in zwei zusammenfallende Diametral- 
ebenen aus, diejenigen nämlich, welche der Richtung der Strahlen 
conjugirt sind. Jene Grenze ist also eine ebene Ellipse. 

Geht das Ellipsoid in eine Kugel über, so werden die im 
Obigen vorkommenden Kegel Kotationskegel, deren gemeinsame 
Axe in denjenigen Durchmesser fällt, welcher der Strahlung 
parallel ist. Betrachten wir diesen auch als Axe der Kugel, so 
dürfen wir sagen, dass der glänzende Punkt in den Pol zu liegen 
konunt, dass die Beleuchtungsparallele in Parallelkreise, die Be- 
leuchtungsgrenze in den Aequator übergeht, imd dass die Be- 
leuchtung dem Cosinus der Poldistanz oder dem Sinus der Breite 
proportional ist 
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Bei der wissenschaftlichen Zeichnung von Gegenständen, 
Instrumenten etc. nehmen wir immer an, daes sie nahezu paral- 
lelen Strahlen ausgesetzt sind, die mit der Horizontalebene einen 
Winkel von 45" hilden, und deren Horizontalprojection denselben 
Winkel mit der Verticalebene bildet. Bei einer solchen Darstel- 
lung Bind aber ausser den besprochenen Verhältnissen noch die 
folgenden Funkte zu beachten. Der darzustellende Gegenstand 
empfängt nicht allein von der directen Strahlung, sondern auch 
von den ihn umgebenden Gegenständen sein Licht. IDie ein- 
fachste und allgemeinste Annahme, die man üher die Wirkung 
des letzteren machen kann, ist nun die, dass das von der Um- 
gebung herkommende sogenannte Beflexlicht den £ffiect des 
directen Lichtes störend, gerade diesem entgegengesetzt wirkt 
Wir denken uns daher eine- der directen parallele, aber von ent" 
gegengesetzter Seite herkommende und bedeutend schachere 
Strahlung und tragen dieser Rechnung. Ihre Wirkung beschränkt 
sich auf den Baum des eigenen Schattens. , 

Die Beleuchtung eines gegen den Hintergrund stehenden 
Körpers wird im Allgemeinen femer durch die vorderen Gegen- 
stände gestört, in den ganzen Raum nUmhch, der lünter mem 
erleuchteten Gegenstände und innerhalb des Kegels gelegen ist, 
dessen Spitze in dem nahen oder fernen leuchtenden Punkte Hegt, 
und .der den beleuchteten Körper berührt, wird offenbar von 
der Lichtquelle kein Strahl hindringen können. Deijemge Theil der 
Oberfläche eines hinteren Körpers , welcher in diesem Schatten- 
kegel liegt , ist daher dunkel und heisst der vom vorderen Körper auf 
den hinteren geworfene Schlagschatten. Die Fig. 11 stellt eine 
nach den vorhergehenden Principien gezeichnete &eie Kugel ohne 
Umgebung dar, die ihr Licht von parallelen Strahlen erhält, und 
die Fig. 12 stellt dieselbe Kugel, auf eine horizontale Ebene ge- 
Fig. 11. Fif. 12. 
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stellt, mit ihrem Beflexlichte und ihrem Schlagschatten dar. Nur 
in Ausnahmsfallen dürfen jedoch die erleuchtenden Strahlen als 
absolut parallel oder aus einem einzigen Pirnkte divergirend be- 
trachtet werden. Daher entstehen denn auch . im Allgemeinen 
keine scharf begrenzten Schlagschatten und ist ihr Uebergang zu 
der beschatteten Fläche durch den meistens schmalen Saiun des 
sogleich näher betrachteten Halbschattens zu vermitteln. — Der 
Schwächung des Lichtes durch die Absorption der Luft, wodurch 
weiter abstehende Gegenstände dunkler erscheinen, wird durch 
die sogenannte Luft perspective Rechnung getragen. 

Wenn ein und dieselbe Fläche mehren Strahlungen zugleich 
ausgesetzt wird, so summiren sich in den einzelnen Punkten ein- 
fach die von den verschiedenen Lichtquellen herkommenden Quan- 
titäten, und der Summe dieser letzteren ist die Erleuchtung pro- 
portional. Einen hierher gehörigen Fall, die Erleuchtung einer 
Fläche durch mehre parallele Strahlungen, hat Breton in 
Liouville's Journal de mathSmaiiquesy Febr. 1852, näher be- 
handelt 

111. Von der Erleuchtung einer Fläche durch eine 

Fläche. 

1. Allgemeines. 
Um gleich Anfangs einen Blick auf die allgemeineren 
Fälle zu erlangen, welche bei der Beleuchtung einer i^läche durch 
eine andere Fläche eintreten können, wollen wir annehmen, es 
sei/, Fig. 13, die leuchtende, /' die erleuchtete Fläche imd K 
ein undurchsichtiger Körper zwischen beiden Flächen. Alle drei 
Flächen wollen wir der Einfachheit wegen als geschlossen imd 
cönvex-convex unterstellen. Construiren wir nun das adverse 
und inverse ümhüllungsconoid C und C der leuchtenden Fläche 
und des undurchsichtigen Körpers, so begrenzen die Durch- 
schnittscurven G und G* der beiden Conoide imd der beleuchteten 
Fläche auf dieser drei in Bezug auf die Art ihrer Erleuchtung 
wesentlich verschiedene Räume aS, aS' und aS". Ein Pimkt des 
ersten ausserhalb der Curve G' gelegenen Kaumes nämlich er- 
langt offenbar von allen denjenigen Theilen der Fläche / Licht- 
strahlen , welche von dem Punkte aus überhaupt nur sichtbar sind. 
Wir nennen daher diesen Baum den Baum der totalen Er- 
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leuchtung. Andererseits gelangt zu keinem Funkte dea voa 
der Curre G umBchriebenen Kaumea S" ein Lichtstrahl der Fläche! 
Fig. 13. 




der Raum Sf' heiaet daher der Kernschatten des Körpers K. 
Den Uebergiing vom Räume S zum Räume S" bildet S', welches 
von den Curven G und G' eingeschlossen ist Ein Punkt des 
Raumes S' erlangt nicht von allen Punkten der leuchtenden Fläche, 
die von ihm aus sichtbar wären, wenn K nicht vorhanden wäre, 
Licht Ein Theil dieser Punkte ist vielmehr eben durch A" ver- 
finstert, und es leuchtet ein, dass der verfinsterte Thellvon/um 
so grösser wird, je weiter man, allgemein gesprochen, von der 
Curve G' zur Curvg G voracbreitet Der Raum S' hcisst Halb- 
schatten. Und Halbschatten und Kernschatten machen den 
Schatten von K echlechtweg aus. Maü sagt auch, dass für einen 
Punkt des Raumes >S' die Fläche/durch den Körper K partial 
und für einen solchen im Räume S" total verfinstert sei. 

Indem wir den Grössen J, Af, etc. die bisher immer ge- 
bräuchliche Bedeutung beilegen, erhalten wir für die Quantität 
des Lichtes, welches von einem Kiemeute von/ auf ein golches 
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Ton f* auffällt, sobald letzteres nur überhaupt weder im Kern- 
schatten noch im eigenen Schatten von / liegt , den Au&dnick 

t7 • d/ • d/"' • cos e ' cos i 

? = : — ' — r^ ■ — • 

Und hiemach ergibt sich für die Lichtqüantität, welche d/' von 
dem ganzen wirksamen Theile von /erlangt, der Ausdruck: 

Q = 27 — . dT . d/ • d/' ' cos e - cos i, 

wo die Summation auf alle von- d/' aus sichtbaren Elemente von 
/ auszudehnen ist. Dieser Theil von / wird aber ersichtlich einer- 
seits von einem Theile der Curve begrenzt, in welcher die Fläche 
/ von einem Kegel berührt wird, der ihr umschrieben ist, imd 
dessen Spitee in d/' liegt, andererseits aber noch von einem Theile 
der Curve , in welcher / von demjenigen Kegel geschnitten wird, 
dessen Spitze in d/' liegt, imd der dem verfinsternden Körper 
K mnschrieben ist 

Ehe wir zu der wirklichen Auswerthung von Q für beson- 
ders interessafiüfe Fälle übergehen, wollen wir noch einige aus 
jenem Ausdrucke ohne Weitere» fliessende Theoreme aufstellen. 

Die Lichtquantität, welche das Element d/^ von der Fläche 
/, die überall dieselbe Leuchtkraft J besitze, zugestrahlt erhält, 
drückt sich dem Obigen zufolge aus durch: 

Q = J2 d/ • d/' ' cos e ' cos i • — . 

Sohin ist die Lichtquantität, welche den ganzen erleuchteten Theil 
von /' trifft : 

1) a = JU'U d/ . d/' . cos e cos i • — , 

wenn sich die Summation 27' über die Elemente jenes Theiles er- 
streckt. Ist aber zweitens auch die Fläche /' selbstleuchtend, 
imd zeigt sie überall die Intensität J\ so ist die Lichtquantität, 
welche von ihr auf die Fläche / übergeht: 

2) S1'=J' 22' d/. d/' ' cose ' cosi--^. 

Aus 1) und 2) folgt aber, da die Doppelsummen offenbar gleich 
sind: 

a _ j; 
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Und in dem besonderen Falle, wo die Leuchtkräfte -gleich ün^r 
wird auch G = ü'. 

Die Lichtquantitäten, welche zwei leuchtender 
Flächen auetauschen, sind somit den Leuchtkräften 
proportional. 

Von grosser Bedeutung für das Spätece wird die folgende 
Betrachtung sein. Das Element Af, Fig. 14, sei der Strahlung 
Fig. H. einmal der Flüche /i , dann 

der Fläche f^ ausgesetzt Diese 
Flächen seien von ein und 
demselben Kegel , dessen Spitze 
iu Af liege, begrenzt, und in 
je zwei Pimkten, die wie d^ 
und d/g auf demselbeu Ra- 
dius vector liegen, finde uch 
dieselbe Leuchtkraft. Mau 
schneide nun aus der einen 
und anderen Fläche durch &a. 
und denselben Kegel, dessen Spitze, in Af liegt, ein Element d^ 
und d^ heraus. Eben dieser Kegel schneide noch aus der um 
Af als Mittelpunkt gelegten Kugelüäche K das Element Atp 
heraus. Die Quantität Lichtes, welche von d/i auf Af trifift, ist 
alsdann, wenn noch für die Entfernungen der Elemente von Af 
bezüglich r^ und r, und für die Emanationswinkel e\ und «•, ge- 
setzt wird: 

q^ = J ■ Afi ■ Af • cos ei • eos i ■ — -. 

Ebenso findet mau für die von d^ auf Af strömende Quanti&t : 

q^ = J ■ Afi ■ Af • cos e^ ■ cos i • — -. 

Nehmen wir an, daas iu dqo ebenfalls die Leuchtkraft J vorhim- 
den sei , und bez^clmeu die Entfernung jenes Elementes von Af 
mit r, 8ü ergibt sich für die von dfi auf Af gelaugende Quan- 
ti^t der Ausdruck: 

qz=J.d<p-Af. eoK i ■ -. 
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Es ist nun .aber, wie man leicht sieht: 

cos ei dfi dg> j__ cos €2 ä.f<i 
jr5 TT JTi ' 

und somit auch; 

d. h. das Element d/' erlangt von jedem der drei Elemente d^, 
d9>j d^ gleiche Lichtquantität. Denken wir uns in jedem Punkte 
der Kugelfläche dieselbe Leuchtkraft wie in den entsprechenden 
Punkten der Flächen /i und f^^ so folgt auch noch, dass das 
Element von jeder der drei zwischen dem Kegel gelegenen. Flächen 
gleiche Lichtquantität erhält. Besoüder» wichtig f lir] uns ist noch 
der unmittelbar sich ergebende , Satz ^ dass man,, ohne Etw«8 
in der Erleuchtung vond/' zu anderti, jede,leucht&hde 
Fläche /i/i- ersetzen könne d,urc-h denjenigen Theil kk 
einer mit beliebigem Radius um d/- gelegten Kugel* 
fläche Ä", welcher von dieser durch, einen Kei^el 
herausgeschnitten wird, dessen Spitze in d/' liegt., 
und dessen Directrix der Umfang yonfifi ist, sobald 
man nur in jedem Punkte der sphärischen Fläche die- 
selbe Intensität anbringt, wie sie in (Jem auf dem Ra- 
dius dieses Punktes gelegenen Punkte der Fläche 
herrscht. 

Obgleich der Radius der Kugel K ganz beliebig ist , so wer- 
den wir doch in der Folge der Bequemlichkeit wegen für K das 
Himmelsgewölbe nehmen und dessen Radius gleich der Einheit 
setzen. Dabei werden wir ferner die Ebene des Elementes df 
als Horizont betrachten und uns der Nomenclatur der sphäri- 
schen Astronomie bedienen. 

Aus dem zuletzt gefundenen Satze lassen sich ohne Weiteres 
schon sehr interessante Folgerungen ziehen, von denen wir einige 
hier mittheilen wollen. 

Das Element d/' sei z. B. der Strahlung einer ebenen Figur, 
etwa eines Dreieckes ausgesetzt , dessen Leuchtkraft in allen Punk- 
ten dieselbe sei. Legen wir durch d/' und die Seiten des Drei- 
eckes Ebenen, so schneiden diese aus dem Himmelsgewölbe ein 
sphärisches Dreieck aus, das, wenn es dieselbe Leuchtkraft wie 
das ebene Dreieck hat, dem Elemente d/' auch dieselbe Licht- 
quantität wie dieses zuschickt. 
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Äof das Element Af scheine ein in allen Funkten gleich 
stark ieuclitendcs Ellipsoid. Die Erleuchtung des Elementes kommt 
dann deijenigen der eptüu-ischen Ellipse gleich , welche der Kegel, 
dessen Spitze in Af liegt, und der das Ellipsoid umhüllt, aus 
dem Himmel sgewÖlhe herausschneidet, wofern nur die Ellipse 
ebenso stark leuchtet wie das Ellipsoid. 

Nähern wir Elemeut und Ellipsoid, bis sie eich berühren, so 
erweitert sich die Bphärische Ellipse, bis sie endlich in die Hemi- 
sphäre übergeht. Wenden wir dies auf Sonne und Erde an, in- 
dem wir jene als eine überall gleichstark leuchtende Fläche be- 
trachten, so folgt,' dass wenn die Erde an die Sonne gerückt 
würde, die Erleuchtung der Erde in dem Beruh nmgspunkte bei- 
der Gestirne dieselbe sein würde wie die eines Punktes, dessen 
Himmelsgewölbe allenthalben die Leuchtkraft der Soanenscheibe 
zeigte. Es darf jedoch die Sonne nur annäherungsweise als eine 
leuchtende Fläche von constanter Leuchtkraft angesehen werden, 
da sich soi^ohl durch die Sonnenflecken und Sonnenfackeln eine 
Discontinuität!, die noch obendrein variabel ist, verräth, als auch 
die äussere Hülle der Sonne wohl nicht als absolut undurchsichtig 
angesehen werden dar£ Aus dem Umstände aber, dass wir ohne 
besondere Hülfsmittel die Sonne wirklich als Scheibe wahrneh- 
men, folgt, dass jene Annahme wenigstens annähernd gestattet 
werden darf. 

8. Erleuctitung durch eioe mit dem Horizonte parat) cle Zone. 
Eine volle Zone der Hemisplüre HZH', Eig. 15, deren 
Mittelpunkt dos Zenith Z, und deren Ilasis der Parallelkreis aa' 
ist, scheine auf den Horizont HH' mit der Leuchtkraft J. Wie 
Fig. 15. gross ist . die Licht- 

quanti^, welche auf 
das im Mittelpunkte 
C des Horizontes be- 
findliche Element Af 
triflft? 

Indem wir die Ze- 
nithdi stanz durch z, 
die Azimuthe durch y 
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bezeichnend sei ub=dzxmd £?d=dy. Der Inhalt des Ele- 
mentes aaßb ist dann: 

df= sin zdy ' dz. 
Der Emanationswinkel des von diesem Elemente auf d/' gelan- 

genden Lichtes ist ~ und der Incidenzwinkel z. Und da die Ent- 
fernung der Elemente der Einheit gleich ist, so haben wir für 
die von d/ auf d/'. gelangende Lichtquantität: 

q = J sin z cos z • dy ' dz * dß. 
Bezeichnen wir also den scheinbaren Halbmesser der von C aus 
betrachteten Zone, d. i. den Winkel Za durch z*, so ist also die 
von der ganzen Zone auf d/' treffende Lichtquantität: 

Q ='Jdß • I dy I dz ' sin z cos z = Jdf • n sin z'^. 



n 



Setzen wir ^' =:= — , so geht die Zone in die Hemisphäre über, 

und für das von dieser zugeschickte Licht kommt der Ausdruck: 

Q = Jdf ' n. 
Aus dem Ausdrucke für die Lichtquantität einer vollen Zone 
lässt sich der für eine ringförmige leicht ableiten. Der grössere 
und kleinere scheinbare Halbmesser einer mit dem Horizonte 
parallelen Ringzone sei z^ und Zi, Die von jener herkommende 
Lichtquantität ist offenbar der Differenz der Quantitäten zweier 
vollen Zonen gleich , deren scheinbare Halbmesser z^ und Zi sind. 
Wir finden somit für die Quantität der ringförmigen Zone: 

Q = Jdf' • n (sin z^^ — sin Zi^). 
Auf die Berechnung der Erleuchtung durch eine horizontale Zone 
reducirt sich schon eine grosse Menge interessanter photometri- 
scher Probleme, von denen eimge hier aufgeführt werden sollen. 
Die Erleuchtung des Elementes d/' durch eine dem Hori- 
zonte parallele Kreisfläche, deren Mittelpunkt senkrecht über d/' 
liegt, kommt der durch eine Zone gleich, deren scheinbarer Halb- 
messer dem des Kreises gleich ist . Dasselbe gilt von einer leuch- 
tenden Fläche, um die sich von d/' aus ein Botiationskegel be- 
schreiben lässt, dessen Axe durch das Zenith geht, also z. B. 
für eine Kugel, deren Mittelpunkt senkrecht über d/' liegt Ist 
H der Badius einer solchen Kugel und D die Distanz ihres Cen- 
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trums von d/^, so hat man, unter q ihren scheinbaren Halbmes- 
ser verstanden: 

R 

sin Q= Yi' 

Wenn also J die Leuchtkraft der Kugel bedeutet, so erlangt d/' 
die Lichtquantität: 

Q = JA/' ■ -jJT' 
oder, wenn die Oberfläche der Kugel ist: 

Die Lichtquantität ist also der Oberfläche gerade und dem Qua- 
drate der Entfernung zwischen dem Centrum und dem Elemente 
umgekehrt proportional. 

Auf die Beleuchtung durch eine ringförmige horizontale Zone 
reducirt sich die durch einen dem Horizonte parallelen ebenen 
oder beliebigen Botationsring, dessen Mittelpimkt senkrecht über 
dem Elemente liegt, oder dessen Axe durch das Zenith geht, 
überhaupt die Beleuchtung durch irgend eine das Element um- 
schliessende Fläche, deren von diesem aus gesehenen Ränder auf 
zwei Farallelkreisen liegen. 

Wir dürfen von dem Probleme über die Erleuchtung durch 
eine Zone nicht zu einem neuen übergehen, ohne aus demselben 
eine wichtige Bemerkung über das absolute Maasd der Erleuch- 
tung abzuleiten, die wir bisher bloss als der auffallenden Licht- 
quantität proportional angesehen haben. Es seien EE und E' E 
zwei parallele imbegrenzte Ebenen, von denen jene allenthalben 
mit der Leuchtkraft jT Licht entsende. Das Element d/^ erlangt 
alsdann dem soeben behandelten Probleme gemäss die Licbtquan- 
tität : 

Q' = Jd/' . n. 

In Folge der Erleuchtung kann nun die Ebene EE' als 
selbstleuchtend angesehen werden mit einer gewissen Leuchtkraft 
J*i die offenbar in allen Punkten der Ebene dieselbe sein muss. 
Hiemach erhält das dem Elemente d/' gleiche Element d/ von 
EE durch die ganze Ebene E' E die Lichtquantität: 

Q = J'd/' n. 
Nehmen wir nun an, dass E' E' kein Licht vesnichtet, also alles 
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Licht, welches es erhält» wieder von sich gibt, so muss J^^EJ eben- 
soviel Quantität empfangen als E*E*y imd demnach miiss auch 
Q = Q' sein und folglich auch«/= J'. Hierausfolgt: Strahlt 
auf ein Element d/^ welches" absolut weiss ist, d. h. 
welches kein Licht vernichtet, sondern allesempfan- 
gene Licht wieder von sich strahlt, die Lichtquan* 
tität q, so verhält es sich so, als ob es selbstleuch- 
tend wäre und zwar mit einer Leuchtkraft, die aus- 
gedrückt wird durch — ^tt-« 
^ Ä • d/' 

Einen absolut weissen Körper giebt es aber in der Natur 
nicht. Unser Element d/' wird daher auch nicht die ganze 
emp&ngene Lichtmenge ausstrahlen und nicht mit der vollen In- 
tensität — ^T-Ti leuchten, sondern nur mit einem Theile derselben, 
den wir, unter fi einen ächten Bruch verstanden, darstellen kön* 

nen durch a • — i— r,. Den CoefBcienten u wollen wir den Coef- 

n • d/' 

ficienten oder das Maass der Weisse oder besser noch 
Erleuchtungscoefficienten nennen. Er ändert sich Yfm 
Körper zu Körper u^d von Farbe zu Farbe. Ganz Analoges 
wie von der Erleuchtung und diem durch Reflexion diffimdirten 
Lichte gilt offenbar auch von der Transparenz und dem duioh 
Befraction diffiindirten Lichte. Wir können daher auch von einem. 
Transparenzcoefficienten sprechen. 

Um die letzten Resultate auf einen besonderen Fall anzuwen- 
den, sei z' der scheinbare Halbmesser einer horizontalen Zone, 
die in rothem Lichte mit der Litensität «/leuchtet, und d/' ein hori- 
zontales Element, dessen Erleuchtungscoefficient für rothes Licht 
f( sei. Das Element erhält die Lichtquantität: 

Es verhält sich also den vorhergehenden Bemerkungen zufolge, 
als ob es leuchte mit der Intenfätät: 

^ Ä . d/' 
Unter Grösse der Erleuchtung odjer Helligkeit werden 
wir nun eben diese Intensität, mit welcher das erleuchtete Element 
selbst leuchtet, verstehen. 



r 
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Die Erleuchtung des besprochenen Elementes durch dne 
rothglühende Metallkugel, deren Intensität J, deren Radius R 
und deren Diatanz T> iet, drückt sich also aus durch: 



S. ErleuuhtuDg durch uintn irgendwie gelegfinen Bphiiriachen 
Kreis. 

In dem vorhergehenden Probleme handelte es sich um die 
Erleuchtung durch einen sphärischen Kreis oder Bing, dessen 
Mittelpunkt im ZenJthe lag. Jetzt soll aber der Fall betrachtet 
werden, wo die Lage des Mittelpunktes ganz beliebig ist. In 
Fig. 16 sei o dieser Mittelpunkt, und um denselben seien die 
kleinen Kreise kx und Aa mit den Radien r-^ und rj (diese als 
Bogen gröester Kreise gedacht) beschrieben. Aus dem zwischen 
ihnen gelegenen Ringe werde durch die Bogen oh und oh' das 
Viereck aa'b'b heraus- 
gcschnitten. Wir zer- 
legen diese Hgur durch 
gleich weit von einan- 
der abstehende Paral- 
lelkreise , deren Pol 
der Punkt o ist, und 
durch gl eich weit von 
einander abstehende 
Bogen grÖBster Kreise, 
die durch den Punkt 
o gehen, in unendlich viele unendlich kleine viereckige Elemente. 
Eines von diesen, d/, liege In p. Bezeichnen wir nun die Entfer- 
nung des Elementes d/ von o mit (f und den Winkel zwischen dem 
Bogen op und dem durch o gehenden Yerticalkreise ZoC mit p, 
so ist die eine Seite des Elementes d^, die darauf senkrechte 
sin ff ■ dip; der Inhalt des Elementes also : 

df ^ ain Q ■ dipdQ. 

Unter z die Zenithdistanz des Elementes verstanden, druckt sich 
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mithin die Lichtquantität, welche von ihm auf d/' übergeht, aus 
durch: 

q = Jdf* • sin Q cos z d^d^». 

Nun liefert aber das sphärische Dreieck Zop, wenn die Zenith- 
distanz des Centrums o durch z* bezeichnet wird: 

■ 

cos z = cos tp • sin z' sin q -\- cos z* cos q. 

Für q können wir also setzen: 

q = Jdf^ (sin z' cos (p sin q^ -\- cos z' sin q cos q) dqp d^. 

Für die vom ganzen Vierecke aa'h'b herkommende Lichtquan- 
tität ergibt sich also der Ausdruck: 

Q = Jdf I dQ I dg) (sin z' cos (p sin q^ -(- cos z* sin Q cos q) 

1 1 

= -ä J^f^ (^^ -^^ [**^ 9^2 — sintpi"] [(?'2 — Vi) — -T-(«n2r2 — Mn2ri)] 

1 

— _ cos z' [^2 — 9i] \cos 2r3 — cos 2ri]). 

Aus dieser allgemeineren Foi?nel leiten wir sofort die folgen- 
den interessanten besonderen Fälle ab. 

1) Setzen wir r^ = o , so geht das Viereck in den Sector 
höh' über, für welchen wir finden: 

Q = -g- Jdf (sin z' [m 9)3 — «m yi] [r^ — "ö" *w» ^r^] 

4- cos z' [92 -^ ^>^\ «n r«*). 
Fällt im Besonderen noch in's Zenith , so wird die Erleiich- 
tmig von der Lage des Sectors unabhängig, und es kommt: 

Wird obendrein noch r2 = —, so erhalten wir für die von 

Jd 

dem Sector zwischen zwei Verticalkreisen zugeschickte Licht- 
quantität: 

Q='^Jdf'(tp^ — tpi). 
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2)^Wird Vi = gfisetzt, nöd rücken wir o in den Horizont, 

SO erhalten wir, indem wir qpi = — - —, qpg = "T setzen, für die" 

..." ' Ä z 

t 

Ooftstilfit, welche ein auf dem Horizonte stehender Halbkreis vom 
Badius r^ zuschickt: 

Q = J^f* (r^ — -T- sin 2r2). 

3) Nehmen wir für die Grrenzen (pi .und 9?2 bezüglich — ä 
und -(- 3r, so erhalten wir die Lichtquantität, welche ein leuch- 
tender Bing mit den Badien r2 und Vi und der Zenithdistänz z^ 
einem Elemente des Horizontes zuschickt, ausgedrückt durch: 

Q = -X- Jdf^ ' COS z' {cos 2ri — cos 2r^) n- 

Und verschwindet hier noch rj, d. h. geht der Lichtring in 
eine volle Kreisscheibe vom scheinbaren Halbmesser rg über, so 
kommt: 

Q = Jdf* ' cosz* sin r^^n. 
■ Mittelst des Vorhergehenden sind wir im Stande, alle dieje- 
nigen photometrischei\ Probleme zu lösen, bei welchen es sich 
um. die Erleuchtung durch eine Fläche handelt, die, von dem 
Elemente aus beti^htet, durch zwei Botationskegel , deren Spitzen 
im Elemente liegen, und deren Axen zusammenfallen, und durch 
zwei durch die gemeinschaftliche Axe der Kegel gehenden Ebenen 
begrenzt wird. Die betrachteten Fälle lassen sich annäherungs- 
weise auch auf die Erleuchtung des Horizontes durch die Sonne 
ausdehnen, abgesehen hierbei von der Discontinuität der Leucht- 
kraft auf der Sonne und von den Modificationen , welche die un- 
vollkommen durchsichtige imd lichtbrechende Erdatmosphäre be- 
dingt. 

Aus Nro. 3 ersehen wir -, dass die Erleuchtung des Horizonten 
durch die Sonne imter den angegebenen Voraussetzungen dem 
Cosinus der Zenithdistänz derselben proportional ist, bis zu dem 
Punkte, wo die Sonne den Horizont berührt Von diesem Mo- 
mente an nimmt di§ Erleuchtung rascher nach anderen später mit- 
getheilten Gesetzen ab. Die Erleuchtung durch die halb über 
den Horizont hervorragende Sonnenseheibe wird durch die For- 
mel von Nro. 2 dargel^lt. * 

Die» Formel in Nro. 3 findet auch ihre Anwendung bei dfet . 

Beer, PhotoraMtrie. • 3 '^g^' d 






Ü 
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Verfinsterung der Sonne für den Fall, dass die Mondscheibe ganz 
auf die Scheibe der Sonne zu liegen kommt. Ist nämlich in die- 
sem Falle r, z der scheinbare Halbmesser und die Zenithdistanz 
der Sonne und r^ z* die des Mondes , so ist die Erleuchtung 
durch den frei gebliebenen Theil der Sonne oflfenbar: 

Q = J^f • % (cos z ' sin r^ — cos z* • sin r'2). 
Endlich machen wir noch darauf aufmerksam, dass nach 
Nro. 3 die Erleuchtmig eines Elementes durch eine leuchtende 
Kugel unter übrigens gleichen Umständen dem Quadrate des 
scheinbaren Halbmessers direqt, also dem Quadrate der Entfer- 
nung des Mittelpunktes umgekehrt proportional ist 

4. Erleuchtung durch eine n lieterogenen sphärischen Kreis. 

Um einen Begriff von dem Gange zu geben, den der photp- 
metrische Calcül in solchen Fällen nehmen muss , wo die erleüch- 
tende Fläche nicht überall dieselbe Leuchtkraft besitzt, führen 
wir die beiden folgenden Probleme vor. 

A. Man denke sich einen Theil der Hemisphäre, der von 
einem kleinen Kreise K^^ Fig. 16, umgrenzt wird, transparent 
und durch die Strahlen der Sonne, die wir als parallel betrach- 
ten wollen, imd die nach der Richtung oC auffallen sollen, er- 
leuchtet. Wie gross ist die von dem Kreise herrührende Erleuch- 
tung in (7? 

Dehnen wir das bereits über die Erleuchtung Gefundene auf 
die Transparenz aus, so drückt sich, unter Beibehaltung der im 
vorigen Probleme angenommenen Bezeichnung, die Leuchtkraft 
im Elemente jp durch i cos q aus, wenn i die Leuchtkraft des 
Centrums p bedeutet, die ihrerseits leicht aus der Intensität J 
der Sonne, und ihrem scheinbaren Halbmesser <J, sowie aus dem 
Transparenzcoefficienten r des sphärischen Kreises gefunden wird. 
Man hat nämlich: 

i = rJ sin <J2. 

Hiernach ist die vom Elemente in p nach C gelangende Licht- 
menge : 
q = tJsin <J2 d/' (sin z* eoa q> sin q^ cos q -(- eos z' cos ^^ ^n ^) d qp d q* 

Hieraus findet man für die der gansen Scheibe verdankte 
Quantität: 



»* 
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Q^=tJsin<S'^df' I ä<p I dQ(sim'cosipsinQ''cosQ + io3z'coiQ^sin(f) 



= ± rJün6-' df JT CO, z- (1-co..,'). 

Also auch hier ist die Grosse der Erleuchtung dem Cosinus 
der Zcnithdistanz proportional. Ohne Schwierigkeit lässt sich fer- 
ner noch die Erleuchtung durch Vierecke wie aa'h'h, durch einen 
Sector, durch einen Hing der transparenten Scheibe berechnen. 
B, Erleuchtung durch den Vollmond. Ohne merklichen 
Fehler dürfen wir bei der Erleuchtung durch den Vollmond an- 
nehmen, dasa die Mittelpunkte m, f, s, Fig. 17, des Mondes, 
Fig. 17. der Erde und der 

Sonne in einer 
Geraden Hegen 
I und die Erleuch- 
tung des Mondes 
stattfinde , als 
ob die Erde nicht 
vorhanden wäre, 
und dasB der 
scheinbare Halbmesser der Sonne auf dem Monde überall denselben 
Werth fl hat Dies vorausgesetzt, sei femer o der Mittelpunkt 
der von dem Punkte C der Erde aus sichtbaren Mondscheibe, }. 
ihr scheinbarer Halbmesser. Ferner setzen wir mC -^ E und 
•m.0 ^ V. Zunächst leuchtet ein, dass wenn i die Leuchtkraft des 
Centrums o ist, die in dem Punkte j> «ich ausdrücke durch 
i ■ 003 pmo ^ i • cos ^. Unter (i den Erleuchtungscoefficienten 
des Mondes verstanden, ist aber i = (iJ^in «ä, also die Leucht- 
kraft in pfiJeintt^ ■ cos ^. 

Halten wir auf der Erde in C senkrecht zur Verbindungs- 
linie em des Mondes und der Erde ein Flächenelement d/', so 
erlangt dieses von dem in p befindlichen Mondelemente die Licht- 
quantität: 

q = (tJamO^df' ■ »mg cotg co*^ d(f^<p, 
wenn q ^ pCo und <p für die Mondachäbe dieselbe Bedeutung 
haben, die -wir ihnen in den nächst vorhergehenden Problemen 
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beigelegt haben. Nun ist aber : p C^ =z E^ -\- r^ — 2 Er cos ^ 
und pC^ cos Q^ z= (E — r cos ^)2, also: 

2 (E — r cos tl^y 

^^* 9 — ^2 ^ r2 — 2Er cos7l>' 

wofür durch die Substitution r costj; = v geschrieben werden 
kann : 

{E — vy 

'0' 9' = £2 + ,2 _ 2 Ev 
In Folge dieser Relation transformirt sich aber der Aus- 
druck für q in den folgenden: 

f* r . « , ^. V (E — v) (r^ — Ev) , , 
q = — J sin Ö^ df ' /^ , — , ^ n t:t xo dl? dop. 
^ r ^ (jE^ -f- r2 — 2 ^i?)2 ^ 

Machen wir ferner noch die Substitution £2 _|_ 7.2 — 2Ev=zZy 
so kommt: 

Bezeichnen wir den Werth, welchen z für den Mondrand 
annimmt, d. i. E^ -j- r^ — 2Er cos X, mit zx ^^^ ^®^ ^^ ^^ 
Centrum 0, d. i. JE« -|- r« — 2i> = {E — ry mit ^o? so ergibt 
sich endlich für die Erleuchtung durch die ganze Vollmondscheibe : 

^=-uw7-J ^fj^' V ;i i — 

— (£2+r«)2-|-J. 

Wir erhalten in unserem Falle auch noch dann abgeschlos- 
sene Ausdrücke für Q, wenn es sich um die Erleuchtung durch 
einen Sector, einen ooncentrischen Kreistheil, oder Ring, und 
einen Ringsector handelt. 

Wenn der Vollmond auch nicht im Zenithe des Elementes d/^ 



Die directe Erleuchtung. 37 

liegt und man dabei nur nach der Erleuchtung durch die ganze 
Scheibe oder irgend einen mit ihr concentrischen Kingtheil fragt, 
kommt man doch auf die vorhergehende Rechnung zurück. Han- 
delt 68 sich z. B. um die Ei4euchtung durch die ganze in der 
Zenithdistanz z* liegende Vollmondscheibe , sa finden wir für die 
zum Elemente d/^ gelangende Lichtquantität: 

In l 

^=-yLj 8in6'^^f' / dqp / dp (sinz^ co8q> sinQ^ costjf 

' "• . 

-f- cosz^ sinQ C08Q coatli). 

Es leuchtet aber ein, dass das bestimmte Integral des ersten 
Gliedes im Integranden verschwinde. Wenn, wir daher mit Q die 
Quantität für den im ^enith befindlichen Vollmond bezeichnen, 
die wir bereits auszuwerthen gelernt haben, so. ist: 

£i = C08 Z^ ' Q. 

Die Erleuchtung ist somit auch hier, wiedei' dem Cosinus« der 
Zenithdistanz proportional. 

5. Erleuchtung durch eine sphärische Ellipse. 

Von besonderem Interesse ist die Berechnung der durch eine 
sphärische Ellipse hervorgebrachten Erleuchtimg. Man stösst oft 
auf dieselbe, in allen den Fällen nämlich, wo der Kegel, den 
man von dem erleuchteten Punkte aus um die erleuchtende Fläche 
legen kann, ganz oder theilweise ein elliptischer wird. Dies tritt 
unter Anderem ein bei der Erleuchtung durch eine Ellipse oder 
einen Kreis von beliebiger Lage, ferner durch ein EUipsoid, durch 
eine halbe Kugelfläche. Wir nehmen in diesem Calcül wieder 
an, dass die Ellipse in Bezug auf Leuchtkraft homogen sei. 

Die Punkte der sphärischen Ellipse haben wie die der ebenen 
die Eigenschaft, dass die Summe ihrer Entfernungen von zwei 
festen Punkten, den Brennpunkten, einen constanten Werth be- 
hauptet; jene Entfernungen werden aber hier durch Bogen grösster 
Kreise gemessen. Ist ABA*B'^ Fig. 18 (s. fc S.), eine sphärische 
Ellipse mit den Brennpunkten a und a', so hat man für ihren 
Punkt P: 

arc ' aP -f- arc • a^P =. arc • AA'. 



i 
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let die Mitte von AÄ' und BB' auf diesem Bogen senk- 
recht, 80 ist OA = I*] die halbe grosse Axe und OB = i-j die 
halbe kleine Axe. 

Fig- 18. ■ Aus der Grundeigenschaft der 

sphäriechen Ellipse folgt nun: 
cos(tiP-f-o'P)=cosX4'=aw2r,. 
Hieraus folgt: 
coBaP-co8a'P—cos2Ti 
= sinaP -aina'P; 

aldo ist auch, wenn wir beider- 
seits quadriren und hierauf die 
Sinus der Bogen aP, a' P durch 
die Cosinus ausdrücken und end- 
lich die gleichen Glieder auf bei- 
I den Seiten fortlassen: 
C03 2r|2 — 2 cos 2ri co» aP ■ cos a'P = 1 — cosuP^ — cosa'P^, 
oder: 

cosaP«-|-cosa'Pi»— 2cos2riC<j«aPcosa'i'=l— <:os2r,s=2«mr,». 
Die sphärische Trigonometrie liefert nun aber , wenn aa'r=2« 
gesetzt wird: 

cosaP=^ GO»vdnednT.Jf-eo»ecosr 
cosa'Pi= ^- cosv sine sinr -\- cose coer. 
Diese Ausdrücke für die Cosinus von aP und a'P in die 
zuletzt gefiindene Gleichung gesetzt, liefert: 

eoav^ sine^ smr^-\-cose^ cosr^-^-cosirifcosv^sine^ginr^ — cose^cosr*') 
= sin 1-1 3. 
Hieraus ersehen wir, dass sich für sin r und cos r Gleichun- 
gen von dieser Form ergeben : 

1 „ /■+ ff co«u» 

am r' = cos v^ — - * ' •' , 

p — q cos V* p — q eo9V^ 

Die hier vorkommenden Constanten p und q, die einzigen, 
welche für uns von Bedeutung sein werden, beBtimmen sich leicht, 

wenn man bedenkt, dass für v =i o und für v ^ —, r bezüg- 
lich in die grosse und kleine Halbaxe r, und r, übergehen müsse. 
Es ist also: 



1 
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sinTx^ = und sinr^'^ = — , 

woraus p und q gefunden werden können. 

Diese Bemerkungen über die sphärische Ellipse genügen für 
unseren Zweck. Es sei also ABA' B^ eine mit der Intensität J 
leuchtende sphärische Ellipse mit den Halbaxen ti und r«. Die 
Zenithdistanz ihres Mittelpunktes o sei z'j und der Winkel, wel- 
chen ihre grosse Axe mit dem Verücalkreise oZ bildet, 9^ Wir 
theilen die Ellipse zunächst in unendlich schmale Sectoren op mit 
dem Centriwinkel dv imd hierauf . jeden Sector wieder durch 
Kreise, die mn mit Radien geschlagen werden, von denen im- 
mer einer lun d^ grösser ist als der vorhergehende. So erhalten 
wir statt der ganzen Ellipse eine Summe von unendlich kleinen 
viereckigen Elementen. In p liege ein solches und für dasselbe 
sei po = (>, poZ = <p^ — Vy pZ = z^. Sein Inhalt ist dann: 

sinQ dQ dv, 
und die von demselben auf d/^, das in der Mitte des Horizontes 
gelegene Element, ausgesandte Lichtquantität ist: 

q = Jdf^ ' sinQ dQ dv - cosz, 

Tk t , , V C08Z COS Z' COS Q . - 

JJa aber: cos (<p' — v) = ; — : — : ^ , so ist auch: 

^ sinz' sing 

q = Jdf* [sinz' cos (9' — v) sinQ^ -|- cosz^ • sinQ cosgiJdvdQ. 

Die von dem Elementarsector oP herrührende Lichtquantität 

ist somit: 

r 

q' = Jdf «dt? / d^ [«n z' 'Cos (9' -^ v) sin g^ -|- cosz* sin q cos g] 



= -^ Jdf [sinz* cos (ip* — v) (r — sinr cosf) -(- cosz' «inr*]dv. 

Mit Bücksicht auf die Gleichung der sphärischen Ellipse kann 
hierfür gesetzt werden: 

fl' =— t/d/' sinz* \cos <p' • aresin 1/ r • cos v dv 

^ 2 *^ L y p — q cos v^ 

— sinw' 'arcsiny svnvdv — costp' • — si— i— 2 -.. cosvdv 

f p—qcosv^ p — qcosv^ 

^gin(p^YJdl^21^sinvdv]4-^Jdpcosz' -r—^^ 
' ^ p.^qcosv^ J ' 2 •' P — qcosv^ 



i 
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Die von der ganzen Ellipse herkommende Quantität ist: 

2n 



Q = Cq'dv 





und besteht somit in der. Summe der zwischen den Grenzen und 
2 jc genommenen Integrale der 5 Glieder von q^. Aus dem Bau 
der vier ersten Glieder ersieht man aber sofort , dass ihre Integrale 
zwischen jenen Grenzen verschwinden werden. Diese Integrale 
als Summen gedacht findet sich nämUch zu jedem Gliede ein 
zweites , welches dasselbe aufhebt. Wir haben hiemach : 

271 2 
Q=^Jdf'€08Z' f — -=2JdfC08Z' f — 5. 

^ ' 2 -^ J p — qco8v^ -^ J p — qcosv^ 

• 

Es ist aber: 

/ dv _ r d(2t;) _ r dz 

p — q cos v^ J (2p — q) — qcos^v J (2p — q) — q cosz 

— q-\-(2p — q)co8z 



arc cos 



y(2p^qy-^q2 (2p^q) — qcosz 

1 arc cos Ili+(2£zii£^£M 

2yp(p — q) (2p-q) — qcos2v 

Folglich ist: 



n 



=r — .. , und somit auch: 

^ p — qcosv^ 2Yp(p — q) 

Die weiter oben gefundene Relation zwischen den Constanten 
p und q und den Halbaxen n , rg liefert endlich noch : 

Q = Jdf* • cos z* sin Vi sin r^ n. 
Aus dieser eleganten Formel ziehen wir diese Folgerungen: 
1) Bei gleichem Zenithabstande des Mittelpunktes einer leuch- 
tenden sphärischen Ellipse ist die Erleuchtung dem Producte aus 
den Sinus der scheinbaren Halbaxen proportional. Die Erleuch- 
tung ändert sich mithin nicht, wenn die Ellipse um ihren Mittel- 
punkt rotirt 
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2) Die Erleuchtung durch eine sphärische Ellipse ist, solange 
dieselbe noch ganz über dem Horizonte liegt, dem Cosinus ihrer 
Zenithdistanz proportional. 

Man überzeugt sich unschwer davon, dass das von der Ellipse 
Gesagte auch von zwei Scheitelsectoren derselben gilt. Für den 
Scheitelsectoy zwischen den zu v = Vi und t; = Vj gehörigen Ra- 
dien und ihren Verlängerungen findet man: 

Q = ~ Jdp cos z» f — -, 

^ 2 •' J p — qco8v^' 

Vi 

welches Integral ebenfalls in abgeschlossener Form hergestellt 
werden kann. 

Um eine Anwendung des Vorhergehenden statt vieler zu 
zeigeA, wollen wir die Erleuchtung durch die eine und andere 
Hälfte einer kleinen oder fernen leuchtenden Kugel berechnen, 
die durch einen schiefen,- d. h. nicht durch den erleuchteten Punkt 
gehenden Diametralschnitt halbirt ist. Man projicire den schein- 
baren Umfang imd den Diametralschnitt der Kugel auf die Hemi- 
sphäre. Annäherungsweise erhält man als Projection einen sphä- 
rischen Kreis, dessen ßadius Vi sei, und eine mit ihm concen- 
trische und ihm eingeschriebene Ellipse, deren grössere Halbaxe 
Vi ist und derer kleinere r^ sei. Bedeutet nun noch z^ die Zenith- 
distanz des Mittelpimktes der Figur, femer JJ die von der er- 
wähnten Ellipse herrührende -Lichtquantität., diese von derselben 
Leuchtkraft wie die Kugel gedacht, und ebenso M die von einem 
der Menisken zwbchen Kreis und Ellipse und K die von äem 
ganzen Kreise herrührende Lichtquantität, so ist die Lichtquan- 
tität, welche von dem grösseren sichtbaren Theile der Kugel 
auffällt: 

und der zweite kleinere Theil schickt' die Quantität: 



Nun ist: 



£+ 2il/ =ir, oder: 
M=j {K—E), mithin: 

H=z 1 {K+ E) und H:' = j {K— E). 



i 
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Dem Obigen zufolge ist aber: 

K= J df coaz' sinTi'a aad JE^Jdf cots' ainvi untfO, 
also endlich: 

M^ -^ J df eoaz' a emti («wirj -f- einr^), 
H'=: -T- J df eos'z' X nnr, (mr, — mr^). 



6. Brleuchtung du 



che Polygone. 



Fr^t tDan sich nach der Erleuchtimg eines Puiiktes in einem 
Zimmer durch das von homogener Helligkeit gedachte Himmels- 
gewölbe, so hat man die Fensteröfliiimg von dem Funkte aus 
perspectivisch auf das Himmelegewölbe zu projiciren und ' nach 
dem Früheren die Erleuchtung durch die Projection zu berechnen. 
Diese Projection wird nun im Allgemeinen, da die Fenster aller- 
meist von geraden Linien begrenzt sind, ein splmrisches Polygon 
sein. Die erwähnte nalie liegende Frage fuhrt also schon auf die 
Berechnung der von einem sphSiiachen Polygone herkonunenden 
Lichtmenge. Um nun diese Berechnung einzuleiten, soll hier zu- 
erst ein sphänsches Dreieck Zab, Fig. 19, betrachtet werden, 
Fig- 19- welches bei a recht- 

winklig ist, und von 
dem eine Spitze im 
I Zenithe Z liegt 

Wir theilen das Drei- 
I eck in unendlich viele 




durch Parallelkreise, 
deren Pol P der Durch- 
schnitt der Seite ab 
und des Horizontes ist, und welche um dp von einander abste- 
hen, und durch grösste Kreise, die durch den Punkt P gehen 
und je den Winkel d^ einschliessen. Liegt in p ein auf diese 
Weise erhaltenes Element, und ist pZ = z, pd=^^, Zd^ip, 
80 ist sein Inhalt: 

ampP ■dif>dQ=coa q dtp dq. 
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und die von ihm herkommende Lichtquantität drückt sich aus 

durch: 

q z=z J^f^ . C08 z cos Q d(p dg. 

Nun ist aber: 

cos z = cos q> cos Q, folglich: 

q = Jdf* cos q) cos Q^ dq) d q. 
Die Lichtquantität der auf dem Bogen de = r aufstehenden 

Elemente ist somit: 

r 

q^ == Jdf^ cos (p d<p J cosQ^ dQ 



.= — /d/' (r -f- «wir öor r) 00» y.d 9. 

Es ist jedoch, wenn wir den Winkel desDreieckB am Zeoithe 

durch 2/' bezeichnen: 

sin q) tang y^ =? tang r » folglich: 

1 
tang y' cos (p dy = — ^ dr, tmd somit ist: 

1 Jdf' , . . dr iJdfr/rdr , «m r dfV 

^ 2 iangy^^ ' ^ cosr^ 2 tangy' \cosr^ ' cos r / 

a' = TT ^ d (r tang r\ 

^ 2 tangy' ^ ^ ^ 

Hiernach ist dann endlich die von dem ganzen Dreiecke ^a fr 
herkommende Lichtquantität, wenn noch- a 6 ==t;^ gesetzt wird: 

V' 



^ = ri^/"^ ('• '«"s"") 



= 1 j^y, v'tangv' 

2 '' tangy* 

Hierfür kann aber noch, da tang v'=^sin a.Z . tang j/' = sin z' tang y' 
ist, gesetzt werden: 

Q = -r- Jdf^ . v' sin z*. 

Aus dieser Formel leitet sich leicht die für irgend ein Drei- 
eck ab, von dessen Ecken eine im Zenith liegt. In der That, 
handelt es sich lun das Dreieck Zhh*^ für das bb* = v' und die 
kürzeste Zenithdistanz der Seite bb', d.i. Za = z^ sei; so leuchtet 
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ein, d»BB die von ihm herrührende Lichtquandtät Q gleich iet 
der Differenz der Quantitäten Ü undÜ', wie sie" den Dreiecken 
Zab und Zab' entsprechen. Dem Vorigen zufolge ist aher: 

£1 = -^ J df ■ ab ■ sinz' , £L' = h Jäf ab' -dm', folglich: 
. Q=a'-iQ=-| JAf'iab'-ab) dnz' 




= -^ J^f ■ v' sin **. 

Handelt es sich nun um die Erleuchtung durch ein gwiz be- 

Fig. 20. liebiges Dreieck abc, 

I Fig. 20, eo ziehe man 

die Vertikalkreise Za, 

\ Zb, Zc. Bezeichnen 

wir die drei Seiten des 

Dreiecks mit A, B, C 

\ und die kürzesten Ze- 

aithdistanzen dieser 

I Bogen bezüglich durch 

> wäre die 

Licht<juantität von dem Dreiecke Zac, wenn es ebenso stark 
leuchtete wie das fragliche: 

a ==^—JAf' ■ Aein a, 
von dem Dreiecke Zab: 

SX'=~JAf'Cdny, 
und vom Dreiecke Zac: 

Die von dem Dreiecke abc herrührende Lichtquantität ist 
folgHch : 

1 



Q=il-£l'~£l" = 



jJAf'iA^ 



-B»inß — Csiny). 



Läge die Spitze a vom Zenithe abgekehrt, so würde man 
finden: 
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Q=ZL'-\-Si"~Q.= ^Jdf'(_—Asintt-\-Bsmß-\- Cinny). 

Ganz analog wie beim Dreiecke berechnet man auch die Er- 
leuchtung durch mehrseitige Vielecke, auf die wir daher nicht 
weiter einzugehen brauchen. 






chtung dQrcb die Fhai 



Einen besonderen Geiz haben diejenigen photometrischen Be- 
trachtungen,' welche eich auf unsere wichtigste Lichtquelle, die 
Sonne, beziehen. Ein sehr interessantes Problem dieser Art, 
nämlich die Berechnung der Erleuchtung durch die Sonne in de« 
verachiedenen Phasen einer Verfinsterung, soll uns Gelegenheit 
geben, mehre von den bisher gewonnenen Resultaten in Anwen- 
dung zu bringen. 

Für einen Funkt im Halbschatten des Mondes sei S, Fig. 
21, die Sonnen- und M die Mondscheibe. ■ Um die Erleuchtung 
p;^ 21. durch den nur mehr sichtbaren Theil 

; aSa'o der Sonne zu erhalten, verfährt 
. man wie folgi Aus den- Daten, näm- 
lich dem scheinbaren Halbmesser von 
' Sonne und Mond, den Zenithdistanzen 
ihrer Mittelpunkte C und c und der 
Entfernung eben dieser Mittelpunkte, 
berechnet man zuerst die Lichtquan- 
tität Q. der ganzen Sonnenscbeibe 
(s. S. 31), hierauf den Winkel, die 
Lage und die Lichtquantität S des 
Sectors aCa', alsdann die Attribute 
I und Lichtquantität ^ des Dreiecks 
a Ca'. Aus ,5 und ^ findet man 
dann für die Quantität des von dem 
Meniskus ao'a' herrührenden Lichtes 
L ^ S — ^. Weiter denke man 
sich den Mond mit derselben Leuchtkraft wie die Sonne begäbt 
und berechne die Quantität « des vom Sector aea' unddie Quan- 
tität d des vom Dreiecke aca' herkommenden Lichtes, woraus 
sich wieder für die Qilanti&t des vom Meniskus aoa' herkom- 




46 Zweites Capitel. 

mendeh Lichtes der Ausdruck 1=8 — 8 ableitet. Zuletzt findet 
man dann für die Lichtquantität, welche die ganze Phase ent- 
sendet: 

Q = a — i - z = a — (s + s) + (z/ + Ä). 

'^"' Besonders einfach gestalten sich die Verhältnisse, wenn man 

der Phase eine Ebene senkrecht entgegenhält, d. h. so, dass die 

Sonne in das Zenith der Ebene zu stehen kommt, ein Fall, den 

wir hier vollständig durchführen wollen. 

Es sei -B der scheinbare Halbmesser der Sonne, r der des 

Mondes, d die Distanz der beiden Himmelskörper. Man berechne 

zunächst die Winkel aCc = (p und acC = (p' vermittelst der 

sphärisch trigonometrischen Formeln: 

cos r — cos R cos d , . cos R — cos r cos d 

cos q> = — '—*—. — 75 — ; — j und cos op' = : ; — ^ . 

^ sin ±1 sin d ' sin r sin d 

Ferner hat man noch für die kürzeste Zenithdistanz t der 

Bogen ca und ca^i 

'sin t = sin d . sin qp'. 

Für die Lichtquantität des Sectors aCa^ findet man nach S. 31 : 

S = Jdf .sinR^ ^^ 

Die Lichtquantität des Sectors aca^ mt (b. ebendaselbirt): 

#•== Jdf [sind sin(p' (r — ^j^sinir) -f- ^/j cosd{\ — cos2r)ip*'\. 

Femer ist die Lichtquantität des .Dreiecks aCa* (s. S. 42): 

d = Jdf . aO . sinZO^ 

und die des Dreiecks aca' ist: 

ö = Jdf(rsint — aOsinZO) 

= Jdf (r sind sintp' — aO sinZO)* 

Nun ist die Lichtquantität der vollen Sonnensoheibe (j; S. 31) : 

£l = Jdf3CsinR*f ■ ^ . 

also endlich die von der ganzen Phase acafo dem Elemente df* 

zugeschickte Lichtquantität: 

Q = G - (5 + *) + (4 4- «) =■ ' 
Jdf \smR'^ {% — 9) — dnr'^ cos.d.tp^ -f- i/j sinir sind «1119^]. 

In denjenigen Punkten des Raumee, für die i? = r wird, 

hat man, da dann auch q> = (p' ist: 

Q = Jdf sinr xlsc — 2 g) . cos -^] sin r -{- cos r dn d sin q>\f 
oder, da alsdann tangr costp = tang-^ wird: 
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Q = Jif. i_)_,„^r,„^,. [»(l + »o,y'>a^,..) - 2y + «„2y]. 

Aladsnn drückt üch alao Q bloB durch den scliembaren 
Halbmeeeer r der Gestirne uod den Winke! 9, weicher die 
Groese der Phase miaat, aus. 

8. Erlenchtang darch die nntergehende Sonne. 

Wenogleich die Berechnmig der- Erleuchtung einer irgend- 
wie gegen die imtergehende Sonne gehaltenen Ebene keine be- 
sonderen Schwierigkeiten darbietet, so wollen wir uns doch hier 
darauf beschiünken, nach der Erleuchtung des Horizontes 'beim 
Sonnenuntergänge z« fragen, wobei wir denn wieder von der 
alsdann gerade sehr bedeutenden Absorption durch die Atmo- 
spl^e absehen. 

Es sei also 'S, Fig. 22, die theilweise unter den IJorizont 

Fig. 22. 




getauchte Sonnenscheibe, o ihr Mittelpunkt. Die Höhe des letz- 
teren ofn heisse h, ferner sei am t= «, ao ^ r, moa = tf. Die 
kürzeste Zemthdistanz der Bogen oa und oa' sei t. Man hat 
alsdann zunächst zur Bestimmung von », if> und t die Gleichungen: 

C08'" tangh . , , coa/t — cogr cosa 

eoss^ -, G08W =- — ^— , amt^= cosoa'm = : -, , 

costi tangr mnr sma 

Die Erleuchtung beider Seiten (der oberen und unteren) des 

Horizontes durch die ganze Sonnenscheibe wird gemessen durch 

die Quantität: 

£1 = Jdf ■ «n A sin r^ %, 
die Erleuchtung durch den Sector aoa' entspricht der Quantität; 

5 = JAf ■ tinh mr*ip, 
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und die vom Dreiecke aoa* herkommende Quantität ist: 

^ = J^f {s — r sint). 
Der über dem Horizonte stehende Theil der Sonne sendet 
also einem £lemente des Horizontes die Quantität zu: 

Q = a — s + ^ 

= Jdf [(x — q)) sin r^ sin h -\- 8 — r sin t], 

9. Erleuchtung durch einen glühenden Draht. 

An die vorhergehenden Probleme wollen wir zum Schlüsse 
die Berechnung der Erleuchtung anreihen, welche von einem glü- 
henden Drahte herrührt, und zwar soll, damit wir es sogleich 
mit einem vollständig bestimmten Falle zu thun haben, der Draht 
überall von gleicher scheinbarer Dicke ö und von der Form eines 
kleinen sphärischen Bogens angenommen werden. Das Centrum 
des Bogens liege von dem Zenithe um z^ ab, und die Winkel 
zwischen den Enden Si und ^2 ^^^ Bogens und dem durch den 
Mittelpunkt gehenden Verticalkreis seien (pi und 92» genommen 
an dem Mittelpunkte des Bogens selbst. EndUch sei r der Ra- 
dius und J die Leuchtkraft des' Drahtbogens. Die von einem 
Elemente des Bogeüs herrührende Lichtquantität ist dann er- 
sichtlich: * 

q = Jdf.d sinr (eos^ mnr dnz^ -f- cosr coiz') d^. 

Die von dem ganzen Bogen herkommende Quantität ist also : 



= JdfS nrinr^ 



Q = Jdfd I (ainr^ sinz^ ,co»'q> -f- sinr cosr co8zl)dq> 

= SJdf \sin z' sin r^ (sin (p^ — sin (pi) -)- i/j cos z^ sin 2r (9)2 — SPi)]« 

1) Geht der Bogen in den vollen Kreis über, 90 kommt: 

Q r= nSJdf .cosz' sinir. 
Die Erleuchtung ist also dem Cosinus der Zenithdistanz pro- 
portional. Und für dieselbe Zenithdistanz wird die Erleuchtung 

7t 

• ein Maximum, wenn der Durchmesser des Kreises -^ wird, so- 
bald dabei nur der Kreis noch ganz über dem Horizonte liegt. 

2) Wird r == — , d. h. haben wir es mit einem Bogen eines 

grossten Kieises zu thun, so kommt: 

Q = dJdf sinz* {sinfpt — «n^i). 
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j 

Hierfür schreiben wir besser , i^döm wir diß kleinste .Zenith- 
distanz g^ des grössten Kreises einführen: 

Q = dJdf cost/ {8inq>2 — sinq>i)9 " . 

oder 9 wenn noch ^i und ^2 die Entfernungen der Endpunkte «1 
und 8^ von dem Durchschnitte des grössten Kreises und des Ho- 
rizontes bedeuten: 

Q = dJdf cos^' {costlf^ — costjji). 
3) Aus der vorhergehenden Nummer berechnet sich leicht 
die Erleuchtung durch irgend ein sphärisches Drahtpolygon. 
Nehmen wir beispielshalber eiü Dreieck, und bedeuten a, ß, y 
die kleinsten Zenithdistanzen seiner drei grössten Kreise, und 
sind bezüglich %, Oj etc. die den drei Seiten entsprechenden 
Entfernungen ^j, ^2» so finden wir für die Von dem leuchtenden 
Drahtdreieck herkommende Lichtquantität: 

Q = 8Jdf [cosa (cosa^ — cosai) -(- cos ß (cosb^^ — cosbi) 

-|- cosy {CO8C2 — co«Ci)]. 



IV. Von der Erleuchtung einer Fläche durch eine 

Gasmasse. 

Die Erleuchtung eines "Flächenelementes durch einen mehr 
oder minder durchsichtigen selbstleiMhtenden Körper findet be- 
greiflicherweise nach ganz anderen Gesetzen statt als die durch. 
eine leuchtende Fläche. Die hier aufzustellenden Probleme wer- 
den sehr schwierig, sobald der leuchtende Körper nicht vollkom- 
men durchsichtig und von einer anderen optischen Dichtigkeit als 
das umgebende Mittel ist. Nehmen wir jedoch an, wir hätten es 
mit einer in der liuft befindlichen leuchtenden Gasmasse zu thim, 
die vollkommen durchsichtig ist und merklich denselben Bre- 
chungsquotienten wie die umgebende Luft besitzt, so fällt ein 
grosser Theil der Schwierigkeiten. Annäherungsweise verhält es 
sich so mit den Flammen, deren wir uns zur Beleuchtung bedie- 
nen. Freilich sind sie, um nur einen Punkt zu berühren, nicht 
ganz durchsichtig. Zwar können wir eine hinter die intensive 
Flamme einer Argand'schen Oellampe gehaltene Schrift 'gut 
durch jene lundürch lesen; aber eine Kerzenflamme gibt im 

Beer, Photometrie. 4 



/ 



50 Zweites Capitel. 

Sonnenlichte Schatten, jedoch einen sehr schwachen; auffälliger 
wird jener »bei Anwendung des concentrirten Sonnenlichtes. 

Es sei nun dk das körperliche Element einer Gasmasse K 
von der angegebenen Beschaffenheit, alsdann sendet dasselbe 
(s. S. 13) dem Flächenelemente d/' eine Lichtmenge zu, die sich 
unter Beibehaltung der bisherigen Bezeichnungen ausdrückt durch : 

. Jdf.cos.idk 

q ::::; !£ . 

t 

Für die von der ganzen Masse zugesandte Lichtmenge kommt 
also: 

WO das Zeichen Z" eine über die ganze Masse sich erstreckende 
Summation andeutet. Aus der Lehre von der Anziehung wissen 
wir aber, dass sich die Composänte der Attraction des Elementes 
d/' durch die erwähnte Gasmasse, genommen nach der Richtung 
der Normale des Elementes, ausdrückt durch: 

wenn 1) die Dichtigkeit und df die Masse des Elementes be- 
deutet. Aus der Vergleichung der Ausdrücke ^ Q und C zie- 
hen wir nun den Schluss, dass die auf das Element tref- 
fendß Lichtquantität proportional ist der auf dem 
Elemente senkrechteitihComposanten der Anziehung, 
welohe das Element von der Gas^masse erleiden 
würde, wenn die Dichtigkeit der letzteren in jedem 
Punkte ihrer Leuchtkraft proportional wäre. 



V. Von der mittleren Helligkeit einer Fläche. 

1. Begriffsbestimmungen. 

An imd für sich ist es zwar interessant genug,- die gesammte 
Lichtquantität in kennen, die von einer leuchtenden Fläche 
auf eine erleuchtete übergeht, in vielen Fällen erlangt aber 
auch die Berechnung jener Quantität deshalb eine grosse Bedeu- 
tung, weil sie selbst leicht gefunden und aus,, ihr die mittlere 
Helligkeit einer Fläche bestimmt werden kann, während der 
exacte Werth der Erleuchtimg durch jene Fläche nicht so leicht 
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abgeleitet werden kann. Der Begriff der mittleren Helligkeit ist 
aber ein zueammengesetzter. Wir unterscheiden nämlich eine 
wirkliche mittlere Helligkeit (oder Leuchtkraft) von 
einer scheinbaren mittleren Helligkeit. Um sich diese 
Begriffe zu bilden« denke man sich erstlich eine selbstleuchtende 
Fläche, deren Elemente d/i, d/2 etc. bezüglich die Leuchtkräfte 
1*1, 4 etc. besitzen. Unter der wirklichen mittleren Leuchtkraft 

dieser Fläche verstehen wir dann den Quotienten ^ /!! , , /'^x • 

Hätten wir eine erleuchtete Fläche, deren Elemente d/i , d/2 . . . 

die Lichtquantitäten qi = — ii^dfi, q^ = — 4^d^ etc. erlan- 

gen, so kann man diese Elemente,, wenn ihre Erleuchtungscoeffi- 
cienten fti, ff 2 etc. sind, als mit den Leuchtkräften ii, 4 etc. be- 
gabt denken (s. S. 29). Die mittlere Helligkeit drückt man also der 

Definition s^^mäss wieder aus durch ^ /! , ^ >. ■ -^- Ge- 

d/i + d/2 4- . . . 

ben wir, was in den späteren Fällen unterstellt werden soll, dem 
Erleuchtungscoefficienten den constanten Werth ft, und sind jetzt 

qi = — t'iÄd/i, ^2 = — 4^ d/2 etc. die auf die einzelnen Ele- 
fi [i 

mente treffenden Lichtquantitäten ^ so wird die ganze Fläche 
von der Totalquantität qi -(- q^ ^ . . . getroffen. Denken 
wir uns mm aber, dass diese gleichmässig über die Fläche ver- 
breitet werde, so kommt auf die Flächeneinheit ,? , ^ /. i** ' * * 

Auf ein Element d/ also ^ jf^ 1 ?!» 1 * " d/. Die Leuchtkraft 

•^ d/i + d/2 -|- . . . -^ 

dieses Elementes wird dann h\l\\'' . ^ =^ S^'f^f';^''' , 

d. i. gleich der wirklichen mittleren Helligkeit* 

Um zweitens den Begriff der scheinbaren mittleren Hellig- 
keit zu erlangen, denken wir uns. eine leuchtende Fläche /mit 
den den einzelnen Punkten entsprechenden Leuchtkräften auf eine 
Ebene projicirt, die sich in der «Nähe von / befindet und auf der 
Linie senkrecht steht, welche ein^n centralen Punkt der Fläche 
mit einem von ihr sehr weit abliegenden' Punkte P verbindet. 
Wir erhalten so statt der Fläche / eine neue ebene leuchtende 

4» 
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Fläche ip, die an die Stelle jeaer in Bezug auf die Beleuchtung 

TOD P gesetzt werden darf. Mit Bezug auf die Beleuchtung in 



P nennen wir dann den Quotienten 



^ d yt -f- tg d ya + ■ 



die 



d 91 4- d qsj + 

scheinbare mittlere Helligkeit der ersten Pläche /. Sie unter- 
scheidet sich wesentlich von der wirklichen mittleren HeUigkeit; 
denn diese drückt sich, wenn die Elemente Afi, d/j etc. den Ele- 
menten dpi, dipi etc. correapondiren, aus durch; 
»1 d/i + h d/, + ■ . . 
d/i + d/a + ... ' 
dahingegen ist die scheinbare mittlere Helligkeit der Fläche / 
nichts Anderes als die wirkliche mittlere Helligkeit der Hül&- 
^che qo. 

Betrachten wir den Mond und sehen von der Heterogeneität 
seiner Oberääch» ab, so bleibt die wirkliche mittlere Helligkeit 
der erleuchteten HäUte constant. Die scheinbare mittlere Hellig- 
keit unseres Satelliten in Bezug auf die Erleuchtung der Krde 
varürt hingegen je nach der Phase. Bei ab- und zunehmendem 
Lichte ist sie geringer als beim Vollmonde. 



Wirkliche mittlere Erle 
mkrecbt.über sein 



ichti 



Krei 



durc 



Der Kreis K, Fig. 1 
Fig. SB. 



:elpnDkte liegende leuchtende Kugel. 

3, vom Radius E werde beschienen 
durch die Kugel k, welche in 
der Entfernung a senkrecht 
über dem Mittelpunkte C von 
K schwebe. Der Kadius der 
' Kugel sei r und ihre Leucht- 
kraft J. Der Kreis K werde 
nun zunächst durch mit ihm 
concentrische Kreise von den 
Radien d9,?dpetc. mid durch 
Radien, welche von einander 
um den Winkel dv entfernt 
sind, in viereckige Elemente 
getheilt. Ein solches Element 
liege in p um q vom Mittel- 
punkte C entfernt. Der Inhalt des Elementes ist p d p d v. Be- 
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deutet also q> den von p aus sichtbaren Halbmesser der Kugel, 
so erlangt nach S. 31 das Element die Lichtquantität: 

q = J . dn Cp c . sinq)^ . 7C . Qdgdv. 
Nun ist aber: 

8171 Cpc = i und n» o) = i , 

also : 

1*2 

Der ganca Kreis K erlangt hiemach von der Kugel k die 
Totalquantitat: 

Der Definition gemäss Leit die wirkliche mittlere Helligkeit 

Q ß 
des Kreises fl" = -77- • — , wenn F sein Inhalt und u sei Er- 

leuchtungscoSffieient ist. Wir haben also: 

8. Mittlere Erleuchtung eines Rechteckes durch ein zweites 
Rechteck, das mit dem ersten eine Seite gemein hat und auf 

ihm senkrecht steht. 

Das eine der beiden Rechtecke sei XOY^ Fig. 24; das 
zweite XOa leuchte mit der Krafi «/. Zunächst wollen wir uns 
nun nach der Erleuchtung des ersten Bechteckes durch den un- 
begrenzten Raum zwischen den Linien ac, aA xmd cC, dem 
wir dieselbe Leuchtkraft J wie dem Rechtecke Oc nütgetheilt 
denken, fragen. Indem wir mit den Coordinaten-Axen X und 
Y Parallellinien ziehen, die bezüglich um dt/ imd d^ von ein- 
ander abstehen, zerfallen vnr das Rechteck OH in unendlich 
viele viereckige Elemente vom Inhalte da; . dt/. In p hege ein 
solches Element d/. Von p fälle man die Senkrechte pd auf 
OX und errichte in d das Perpendikel dt. Nach dem Ergeb- 
nisse der S. 42 erlangt alsdann das Element in p von dem un- 
endlichen Räume AahB die Lichtquantität: 

q = 1/31/^ . bpa . cosbpd . dady. 
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Unter X und y die Coordinateti von j 
0(1 verstanden, iat aber: 



und unter h die Höhe 



Fig. 


24. 
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h>nghpa = 



= iatu/ V und cos hpd = - 



'Vl" + y' """■'" ''" Yh'+y'' 

Somit iat: 

q=y,J.-^JJ==dxdy. 
V h^ + y^ 
Die Totalquantität, welche das ganze Rechteck Om von dem 
Räume AabB erlangt, sobald jedes Element nur von dem links 
herkommenden Lichte getroÖen wird, wird also, wenn wir OX 
^ X und 1'^ y setzen : 

X Y 

a = y^J [ax fdy ,, .?^.. .. 

' T^ Jf 

Aus der gefundenen Beziehung 



iang 




folgt aber: 



A» + yä 

=:^ v tang V ■ ^ und : 



■ 4.+J. 
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Aus 1) und 2) ergibt sich: 

Setzen wir nun femer cotg r ;= w, so kommt : 

xfvd {cotgv) = xfarccotgudu = x{u.arccotgu -|- logV 1 -f-ri^) 

=i: x{y cotg v — log sin v). 

Es entsprechen aber den Werthen und Y für y die 
Werthe: 



= 8 für t\. Also ist: 

2 



arc tanq -r = t und arc tcmq ^ , 

h ^y /V^A2 j^ Y2 A . ^ \ 

# dy y ■ x{ ■ 8 1 — log sins -f- log 8tnt \ 

J V h^-}- y^ \ ^ ^ J 

= {s VA2 _|_ yi — Jit — xlog sins -\- xlog sin t)* 
Was die zweite Integration betrifft, so ist, wie aus den Wer- 
then für 8 und t folgt: 

dx = V A2 4- y 2 d (tang «), da: = Ad (tangt) und 

^d^ = (A2 -(- y2) ^an^r« d{tang8), xdx =z h^ tangt d (tangt). 

Wir haben mithin: 
Y 

dx fdy y ^^ ' = K*^ + Y^) 8 . d (tang s) — h^t.d(tangt) 
*^ "T 2/ 

— (A2 -|- y2) log sin s . tang s . d (tang s) , 
-(- A2 log sin t . tang t . d (^aw^ <)]. 
Den Grenzen und x entsprechen aber bei den Veränder- 
lichen s und t bezüglich die Grenzen 0, s und t Somit ist: 

X Y 

a {X) = \i,J fdxfdy -7=4= 

0^ / VA2 + t/2 

= V2«^[(ÄH~ ^^) (* ^^^ * — ^/a ^^^ *^ • ^9 **^ * "f" V2 ^d ^^* *) 
— A2 {t tang t — 1/2 tang t^ . hg sin t -\- 1/2 'öj' <^<>* 0]* 

1) Dies ist also die Totalquantität des Lichtes, welches das 
Rechteck Om von dem Kaume AabB erlangt, wenn auf das Ele- 
ment mit der Abscisse x blos das links herkommende Licht des 
entsprechenden Raumes AabB fällt Diese Quantität ist für das 
ganze Rechteck OR^{X)^ d. h. das, was aus ^{ar) wird, wenn 
wir an die Stelle von x X setzen. 



i 



s 
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2) In analoger Weise ergibt sich für die Quantität des 
Rechteckes Xm der Ausdruck i& (-X" — x) , wenn das Element 
mit der Abscisse a blos von dem links herkommenden Lichte 
des entsprechenden ^umes CchB erleuchtet würde, und jener 
Ausdruck geht wieder in £l {X) für das ganze Rechteck R 
über. 

3)^ Aus dem Letzten folgt aber, dass die Quantität des Recht- 
eckes Om, wenn das Element mit der Abscisse (t blos von dem 
entsprechenden Räume CchB erleuchtet würde, durch den Aus- 
druck Ö {X) — £i{X — x) wiedergegeben wird. Femer leuch- 
tet ein, dass die Totalquantität des Rechteckes Om gleich sein 
wird der Quantität für den Fall, dass das Element mit der Ab- 
scisse X von dem entsprechenden Räume AabB erleuchtet wird, 
mehr der Quantität für den Fall, dass das Element mit der Ab- 
scisse X von dem entsprechenden Räume CchB erleuchtet wird. 
Diese Totalquantität ist somit: 

Q = 20 (-X) - a (X — x). 

Das ganze Rechteck OR^ für das ^ = X, erlangt somit, da 
£t (0) = ist, von dem Räume AacC die Totalquantität : 

Q = 2^{X), 
und seine mittlere Helligkeit ist: 

ff-2 ü5_l^ 

4) Die Linie a' c' werde mit a c parallel gezogen und zwar 
in der Hohe A' über OX, Aus dem Obigen schliessen wir als- 
dann ohne Weiteres, dass die von dem Rechtecke ac&a' auf 
OR fallende Totalquantität sich ausdrücke durch: 

Q = 2 [Ö (AO - Ö (Ä)], 
wenn £l (A') das bedeutet, was aus Ö wird, wenn wir A mit A' 
vertauschen. In diesem Falle ist die mittlere Helligkeit: 

- ^ 2fi £l(A0~a(A) 
^— % XY 

5) Die 'Totalquantität, welche von OC auf Xm fällt, ist: 

£1 (X - ^) + £l(X) - Si{x\ 
die, welche von Cd auf Xm fällt, ist: 

2.Sl(X—x). 
Es fällt somit von OB auf Xm die Totalquantität: 
a (X) — Ä (X—x) — Ä (x). 
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6) Femer ist die Totalquandtät, welche von OB auf Om 
fällt, 2 Ö (^), mithin die, welche von 05 auf OÄ fällt: 

ö (Z) + £1 («) — a (i — «). 

Andererseits utt die TotalquantiiSti wdcbe von OC auf Om 
fäUt, nach 5) gleudi: 

SX{*) + Sl{X) — ti{X -m). 

Das Baditeck Om erlangt somit von OC dieselbe Licht- 
quantität wiß das Bechteck OR von OB. 

Die Sätse 5) und 6) gelten auch, wenn wir die endlichen 
miume Oby O'c^ de an die Stelle der ünb^prensten Bäume OB, 
OCy dC treten lassen. Ebenso gelten sie fauch noch für die ent- 
sprechenden miume des Rechteckes acc^a'. 

4. Mittlere Helligkeit eines Kreises, welcher der Strahlung 
eines mit ihm parallelen Flächenelementes ausgesetzt wird. 

Die Totalquantität, welche auf den Kreis trifft, kommt dem 
allgemeinen Gresetze über den Austausch des Lichtes zwischen 
zwei leuchtenden. Flächen (s. S. 25) gemäss derjenigen gleich, 
welche von dem Kreise auf das Element treffen würde, wenn 
jener ebenso stark leuchtete wie dieses. Da nun der Kreis, von 
dem Elemente aus betrachtet, als sphärische Ellipse erscheint, so 
redudrt sich unser Problem auf das der 37. Seite. Die Weit- 
schweifigkeit der Rechnung sowohl, wodurch die Halbmesser der 
Ellipse durch diejenigen Daten ausgedrückt erhalten werden, 
welche die Beziehungen des Elementes^ und Kreises am Natur- 
hchsten angeben, als auch die interessanten Substitutionen, deren 
sich Lambert bei der Behandlung unseres Problemes bedient 
hat, veranlassen uns jedoch, die directe Methode des letzteren 
hier mitzutheilen. 

Es sei £, Fig. 25, der horizontale erleuchtete Kreis mit dem 
Badius i2, in A; liege dss mit ihm parallele erleuchtende Element 
vom Lihalte d/. Femer setze man, unter k* die Projection von 
k verstanden, kk' = A, Ck* zz=. e. Un\ k' als Centrum beschreibe 
man mit den Radien q und ^ -f- d(> Ejreisbogen, die aus f' einen 
gebogenen Streifen DD' herausschneiden. Wir setzen nun: 
Dk' C z=z Vy DCk' =zu. Alsdann ist der Inhalt des Streifens 
2pt7d9. Für alle Elemente des Streifens haben die Incidenz- 



i 
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UDtl Emanadonswinkel einen und dcneelben Werth, nämlich 
Fig, 25. 




Dkk' =^ G), BO d»«s rIbo die auf den Streifen DD fallende Licht- 
quantität äich ausdrückt durch: 

Nun ist aber: 

und 

also ist: 

q = 2i/'d/* . V nno) cojo) dra == iJif ■ » «wiffld («mo) 

= J'd/ [d (o «ino>s) — mjira»d»]. 
Da ee sich um die Integration dieses Ausdruckes handeln 
wird, so werden wir auch seinem zweiten Gliede eine bequemere 
Form geben müssen. Zunächst drücken wir a und i; in p aus. 
Das Dreieck Ck'I) liefert: 

ü' = ^' -|- e* — 2p e cosr, 
also ist: 



:(' + 7> 



m wir setzen: 

1) es _ if» = « 
Wir hi^en also: 
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, Q^ — 7n , 

Und da, wie man leicht einsieht: 

sin (»2 r=r i . 



A2 + 92' 

so hat man: 

Q {q^ — m) dg 



sin &^dv = 



(A2 -f ^2) Y^e^Q^ — (92 -f m)2* 
Als neue Veränderlibhe führen wir jetzt den Winkel, i^ ein. 
Setzen wir: 

2) 62 -f Ä2 = s, 
so liefert das Dreieck Ck' D: 

. Q^ = 8 — 2eli cos u und Qdg = eü sin u du. 
Mithin haben wir : 

— sin (o^ dv 
eR (s — m — 2 eR cos u) sin u du 
(/i2 ^8—2eß cosu)Y^e^{s — 2eEcosu) — {s — 2eEcosu-\-my, 
oder, da nach 1) und 2) s — m = 2Ä2 uq^I s -\- m = 2e^ ist: 

eRC2R^ — 2eR cosu) sin u du 
— sinG}'^dv = '■ — ^^ , > 

{h^-\-e^'^R^—2eRcosu)v4e^R^—4€^R^cosu^ 
(i22 — eR cos u) d (cos u) 
~ (h^-j-e^-\-R^ — 2eRcosu)yi — cosu^ 

_ __ 1 / d{cosu) (— R^-}-e^-\- fe2) d (cos u) \ 

~~ "2 \Vl — co«w2 {h^^e^-\-R^—2eRco8u)Vl — cosu^/ 

Der Kürze halber setzen wir: 

e2 _L A2 _ i22 . - «2 + Ä2 4- R2 

7t 

und führen statt u den Winkel DCl=i -— — w = g)ein. Dann ist: 

d {cos u) = cos(p d(p, und somit : 

— sin «2 dr = — — - (dop — ? — ), folglich: 

2 \ q — si%(pj ° 

, = ^■d/'[d(««^na,^)-ld^ + i^-Ä^]. 

Hieraus leitet sich nun sofort für die Totalquantität des 
Zweieckes DPD* ab: 



/ 
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V sin m* (p (f 



n n 

2 2 



n 

¥ 

Nun ist aber, wenn wir die Substitution tang -^ q) — z an- 
bringen: 
1 r ^^ — r d^ ._' 1 ^^ ?^— 1 

und hieraus folgt: 

1 ; dip 1 / 9tangjq>-l j \ 

77 ^::^^=i7^ir=A''"''^"^n^7^i '^"'""^V^/ 



n 
T 



Also Ist: 



ß = Jdf \vsinw^-\-j(j- qp) 



1 



Um hieraus die auf den ganzen Kreis fallende Quantität zu 
erhalten, ist g? = — — und t;-= zu setzen; es kommt hierfür: 

Q=Jä/' [1 „-yj=(arc tanff S^^arctang j^)} 

Da aber das Product der hier vorkommenden Tangenten der 
Einheit gleich ist, so ist die Summe ihrer Bogen -r- und somit: 

«=W"C-v7rT> 

Hierfür erhalten wir durch Substitution der Werthe von p 
und q und durch leichte Transformationen der Reihe nach fol- 
gende Ausdrücke: 
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2 L V(h' + e> — E'Y + ih'R-'i 



■-\jif-[l 



Bezeichnen wir die EntfemuDgeD des Punktes k von den 
Funkten P, C tmd P' als' Minimum , Medium nnd Maximum mit 
med., maa:., so erhalten wir die elegante Formel: 

maa. X »"Wi. J' 

Bedeutet (t den ErleuchtungscoefGcienten des Kreises K, so 
ist dessen mittlere Helligkeit; 

ff _l£^ [i _ (wie<i. 4- fi) (w«'^ — ^) 1 

Wir überlassen es dem Leser, auf die zahlreichen Fälle tmd 
Anwendungen des soehen hebandelten Problemes naher einzuge- 
hen. Auf dasselbe stützt sich unter Anderem das folgende wich- 
tige Problem. 

5. Mittlere Helligkeit eines Kreises, welcher von einem zireiteii 

Kreise besohieDmi wird, der jenem parallel ist, und dessen Ceo- 

trum senkrecht über dem des ersten liegt. 

Ueber dem Kreise K, Fig. 26 , mit dem Radius .R schwebe 
der leuchtende Kreis k mit dem ßadius r. Die Ebenen beider 
Fi?, sc. Kreise seien parallel und es liege 

I das Centrum c in der Höhe h 
senkrecht über dem Centrum C. 
Um das letztere denken wir ims 
concentrische Kreise init den Ra- 
dien dp, 2dp etc. beschrieben. 
Diese theilen den Kreis K m 
Singe. Einer von diesen Ringen 
habe den inneren Halbmesser q; 
er werde durch Kadien des Krei- 
ses K in lauter gleiche Elemente 
Af getbeilt. Jedes von diesen 
erlangt von dem Kreise k offen- 
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bar eine gFeiche Lichtquantität und zwar eine ebenso grosse als 
der Kreis k von einem Elemente erlangen würde, wenn dieses 
dieselbe Leuchtkraft wie k besässe. Bezeichnen wir also diese mit 
Ji 80 erlangt dem vorigen Probleme zufolge das Element d/' die 
Quantität : 

?— 2 / •^[ y (Ä2_|. ^2 _r2)2 »1-4/12^2] 

und somit der ganze Ring die Quantität: 

q'=-^J.n 1 — ^j 2ojrdp. 

^2 L y^(A2 4-^2_y2)2_^4A2y2j 

Die Totalquantität, welche den ganzen Kreis K trifft, ist 
mithin: 

0/ L y (Ä2 -f ^2 __ ^2)2 J^ u^ r,2j 

= — J^5r2 rA2 _|_ r2 _|_ 7^2 _ y (A2 ^ ig2 _ ^2)2 J^ 4^2 ,.2j 

= Y Jjt^ \h^ + r« + i22 _y (A2 -(- i22 -|_ r2)2 _ 4^2^«] 

= |- J^3r2 h^ -f r2 -^ i22 _y (Ä24-[Ä-f r]2) (Ä2^;[i2_r]2)l 

Sind aber PP^ und i?^^' zwei parallele Radien der beiden 
Kreise, so ist: 

Pp2 = A2 + (Ä — r)2, Pp'2 = A2 4- (Ä 4- r)2, 
woraus : 

I 

Der Ausdruck Q erlangt demzufolge dieäe elegante Form: 
Q=jJn^ {Ppi 4- Pp'* — 2 Pjj . PpO 

=i J-«* (i^' - PpK 
Für die mittlere Helligkeit des Kreises £' findet man hieraus: 
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G. Scheinbare mittlere Helligkei 




Die der Erde zugekehrte Hemisphäre des Mondes sei ABA'B', 

Fig. 27, 80 dass senkrecht über der Mitte E sich die Erde be- 

Fig. 27. findet. Von der Halbkugel werde 

nder durch den Bogen AG A' be- 
grenzte Theil von den Strahlen 
der Sonne getroffen, die sich 
senkrecht über S, dem Pole von 
AGA', befindet. Wir theilen die 
Oberfläche des Mondes durch 
Parallelkreise, die sich um A als 
Pol herumziehen und um d x von 
einander abstehen, und durch 
Meridiane, die darch AA' gehen 
und um d^ von einander entfernt 
sind, in unendlich kleine Elemente. 
Ein solches Element liege im Pmikte p, für den j>^ =^ :e und 
Gk^^y seL Bedeutet dann fl den scheinbaren Halbmesser der 
vom Monde, aus gesehenen Sonne und J derim Leuchtkraft und 
Q den ItadiuB des Mondes, so erlangt das Element in p, dessen 
Inhalt ^^ sin X dx dy ist, die Lichtquantität: 

q ^ Jn cosSp . «t«tf* . p* sinx dx dy. 
Bedeutet also femer noch ft den (überall gleichgedachten) 
Erleuchtungscoefficienten des Mondes, so ist die Leuchtkraft des 
Elementes in p : 

i = fij . cos Sp . sin tf'. 
Aus dem rechtwinkligen Dreiecke Sph ei^bt sich aber: 
cos Sp ^^^ sin X . sin y , 
also ist: 

1) t =3 fiJ . sin ff' . sinx smy. 
Projiciren wir das in p befindliche Element auf die Diame- 
tralebene ASA'B', so wird der Inhalt der Projection dtp = tf^ 
sinx cos Ep . d^trdy. Es ist aber, wenn GE= a gesetzt wird, 
wie das rechtwinklige Dreieck Eph liiert: 

cos Ep = sin ic cos(y — a) , 
also: 

2) dy ^ lf^ sinx* «w(y — a) djüd^' 
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Eür die scheinbare mittlere Helligkeit der von der Erd^ aus 
betrachteten Mondphase AB AG' kommt also nach S. 



n 2 






liJQ^sinö^ I (ix sinx^ j dy sin y cos {y — a) 
rr I^idcp 

n 2 ' 





Nun iöt aber, wie man leicht findet: 



Q^ I darin ^2 / dy cos (y — a) 



n 
sin x^ da = TTy 



J --- ^ 








J dy siny cos {y — a) = -^ \co8a -f f jH-'«) ,^A*' 
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sin x^ dx =z — und 



J 



cos (y — «) dt/ =r 1 -[- sin a. 




Wir haben somit: 

CO« a + ( 77 -|- a j «m a 

H=.±l^Jsin C^ }f ^ 

ö7t l-\- sina 

Führen wir aber statt des Winkels a die Winkeldistanz v 
des Mondes von der Sonne ein, so hat man: 

r =;:—-(- a und somit:' 

^7^ 4^ r • ^^sinv — vcosv 

J-I= *:—-- J sin ö^ — = . 

Sit 1 — cosv 

4« 1 

= ~- J sin 02 cotg-^v (1 — v cotgv). 

Verbreiten wir diese Leuchtkraft gleichmässig über die Pro- 
jection der Phase auf den DiatoÄjÄlschnitt ABA'B'y so bringt 



t ■ 
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die Projection deDselben LichtefFect wie die Phase selbst in einem 
Punkte der Erde hervor. 

Ein in dem Punkte aS befindliches Element d/' des Mondes 
erlangt von der Sonne die Lichtquantität: 

q = J^f ' sinö^ • Tl. 

Seine Intensität, oder Helligkeit, also die centrale Helligkeit 
des Vollmondes ist mithin: 

t=z fi' J sin 02. 

Setzen wir diese = 1, so ergeben sich für die scheinbare 
mittlere Helligkeit der Moqdphasen, wie sie der JBIongätion v 
entsprechen, die in der folgenden Tafel zuBanunengestellten, von 
L a m b er t berechneten- Werthe; 



V 

m 


. H 


V 


H 

• 


v 


H 


0»" 


0,0000 


60« 


, 0,2907 


120« 


0,5413 


10 


0,0494 


70 


0,3360 


130 


-0,5747 


20 


0,0986 


80 


0,3814 


140 . 


. 0,6043 


SO 


0,1475 


90 


0,4244 


150 


0,6294 


40 


0,1959 


100 


0,4657 


160 


0,6490 


50 


0,24S7 


•110 


0,5048 


170 


0,6619 


CO 


0,2907 


120 


0,5413 


180 


-0,6666 



Man bemerke jedoch, dass die hier zu Grunde gelegte Ein- 
heit seHbst wieder von der Elongation v abhängig ist, insofern 
sich mit dieser auch der Werth von 6 ändert. Bedeutet ZI den 
Werth dieses Winkels für v = o und 6* für v = t?', so ist der in 

sin £^ 
der Tafel bei v' stehende Werth von II mit -: — - zu multiplici- 

sin <J'2 ^ 

ren, wenn wir Alles auf die absolute Einheit ^J sin2J^ beziehen. 
Die Grösse JS ist aber der vom Monde aus gesehene Halbmesser 
der Sonne zu der Zeit, wo jener bei derjenigen Rotation, die man 
eben betrachtet, in Conjunction mit der Sonne steht. 

Die obigen Erörterungen dehnen sich mutatis mutandis auch 
auf die Phasen der Planeten und ihrer Satelliten aus. 



7. Berechnung des aschfarbenen Lichtes des Mondes. 

Der dunkle Theil einer Mondphase ist nicht allen Lichtes 
beraubt Er erlangt solches von dem ihm sichtbaren Tbeile der 

Beer, Pliotometrie. 5 



/ 
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Erde, der im Sonnenlichte glänzt, und von diesem Erdenlichte, 
wenn auch nur echwach erhellt, erscheint er udb wiederum in 
dem aogenatinteii aBchfarbenen Liebte. Wir wollen jetzt die mitt- 
lere Helligkeit des letzteren berechnen. 

In Fig. 28, deren Ebene die Centra der Sonne, der Erde 
und des Mondes enthalte, Bei E die Erde, M der Mond, und 
Fig. 28. 




die Sonne liege iu der Sichtung OS, oS. Die Elongation des 
MoudcB von der Sonne, A. \, oOS, sm v, die der Erde Und der 
Sonne, vom Monde aus betrachtet, d. i. OoS, aei r' = 180» — v. 
Ferner sei * der Erleuchtungscoefficient der E<rde und s der 
scheinbare Halbmesser der Sonne &ic die Erde. Endlich sra r 
der Radius der Erde, B ihre Entfernung "iöm Monde. 

Das TOrhergeheode Problem bestimmt nun die scheinbare 
mittlere Helligkeit der Erdphase für den Mond zu: 



h : 



- J ains^ ■ 



1 — COSü' 



Der Inhcilt des auf eine senkrecht zu Oo stehende Ebene 
projicirten leuchtenden Erdtheiles drückt sich aus durch: 



= y dx dnx^ J dy coa {}/ —^ -j-jj^j' 
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Sohin erlangt ein Mondelement d/' in JE, welches von der 

Erde senkrecht beschienen wird, die Lichtquantität 

ht 26r2 ^ . ^ . . ^ ^ .V , /.. 

q = — = ^ j^^ J sin «2 (^sin v' — v' cos v') d/', 

und seine Leuchtkraft ist: 

Hieraus und mit Hülfe des Vorhergehenden finden wir nun 
das Gesuchte durch folgende Betrachtungen. Hätten wir bei der 
ersten Entwicklung des vorhergehenden Problemes angenommen, 
dass die Somle senkrecht über E stehe (s. Fig. 27), so hätten 
wir für die scheinbare Helligkeit der Phase AB'A'Gi wenn 
B'G = y' gesetzt wird, gefunden: 

fiJ sin <J2 / d^ sin x^ 1 dy sin y cos (y g. j 



W = 



n y 



I dx sin x^ I dy cos (y j 



_ 2tiJsin 02 (2y — sin 2t/0 
33r(l — cos 2/0 * 

In diesem Falle ist die Helligkeit in E^Jsin öK Tritt also 
an die Stelle der letzteren bei übrigens gleicher Beleuchtungsart 
i', so wird die mittlere Helligkeit -ff' übergehen in: 

j:j..^ 2t^(2y--^n2i/0 
3jt{l — cos y') 

Dies tritt aber in unserem Falle annähetungsweise ein, so 
dass wir also aus W^ die scheinbare mittlere Helligkeit des blos 
von der Erde beschienenen Theiles erhalten, wenn wir für i den 
weiter oben gefundenen Werth und für y' v' setzen. Die mittlere 
Helligkeit des in aschfarbenem Lichte erscheinenden Mondes 
drückt sich also aus durch: 

rr 4i (v' — sinv^ COdV^) 

3 Ä (1 — COS 1?') 
Hierfür können wir noch setzen, indem wir die Elongation 
V des Mondes einführen: 

rr 4i*[(3r — v) -}- sin V COS v] 

Sä (1 4- öo« v) * 

5» 



i 



i 
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Aus dieser Formel werden wir bald die. Variationen des 
aschfarbenen Lichtes abzuleiten lernen. 

8. Vergleichung des Mond- un-d Sonnenlichtes. 

Indem wir in die Formel der S. 64 v = ä setzen, erhalten 
wir für die scheinbare mittlere Helligkeit des Vollmondes: 

2 
11=-^ uJ sin öK 
o 

Die scheinbare mittlere Helligkeit ^ der Soiine ist offenbar 
nichts Anderes als J; wir erhalten also für die Helligkeiten dier 
beiden Gestirne das Verhältniss: 

// 2 . , 
--r- =z — u sin <J2. 

Nun ist aber ö imgefähr 16', also: 

^ = 0,000014441 . ii. 

Cr y 

In einem anderen Verhältnisse jedoch stehen die durch beide 
Himmelskörper bedingten Erleuchtungen, die jetzt betrachtet wer- 
den sollen. Die Lichtquantität, welche von einer Mondphase auf 
ein senkrecht gißgen ihre Strahlung gehaltenes Element d/' trifft, 
drückt sich aus durch: 

wenn A die mittlere Helligkeit der Phase, t die Projection der 
letzteren auf die Ebene des Elementes und D die Entfernung des 
Mondes bedeutet. Dem 'Früheren gemäss haben wir also, wenn 
V die Elongation des Mondes ist: 

q = -^\^- J sinö^ (sinv — v cosv) d/'. 

Die Quantität aber, welche auf das Element fallen würde, 
wenn wir es den Sonnenstrahlen senkrecht zukehrten, ist: 

Q = J sin s^ xd/'. 

Das Verhältniss der Erleuchtungen durch den einen und an- 
dern Himmelskörper ist mithin: 



Q 



Die directe Erleuchtung. 



69 



3ä2>2 sins^ 



(jsinv — V €08 v). 



Hierfür kann aber , da •— der Sinus des scheinbaren Halb- 

messers l des Mondes ist, gesetzt werden: 

q 2 f( dnl^ sin 0^ 



Q 



3ä sins^ 



(sin V — V cos v). 



Die Grösse -^- ; — r^ ändert sich mit v nur unerheb- 

sins^ 

lieh und die durch ihre. Variation bedingte Correction ist leicht 
zu finden; petzen wir aber dieselbe gleich 1, so ergeben sich für 
die verschiedenen Elongati6nen v die in der folgenden Tabelle 
stehenden von Lambert berechneten Werthe f«ür q. 



V 


q 




V 


9 




V 


Q 




0^ 


0,0000 


180*» 


60» 


0,0727 


120® 


120" 


0,4060 


60 


10 


0,0004 


170 


70 


0,1107 


110 


130 


0,4720 


50 


20 


0,0030 


160 . 


80 


0,1576 


100 


140 


0,5336 


40 


30 


0,0099 


150 


90 


0,2122 


90 


150 


0,5872 


30 


40 


0,0229 


140 


100 


0,2733 


80 


. 160 


0,6294 


20 


50 


0,0435 


130 


110 


0,8387 


70 


170 


0,6569 


10 


fiO 


0,0727 


120 


120 


0,4060 


60 


180 


0,6666 







• 

t 


i; 




• 

t 


V 




• 

t 


• 

V 



Wenn wir in der ersten Formel für q /i mit A, q mit r, 
mit 8 und v mit v' = Jt — v vertauschen, so erhalten wir die 
Liöhtqüantität, welche ein Element d/' des Mondes in dem Punkte * 
E von der Erde zugeschickt erhält Somit wii*d auch die Leucht- 
kraft i im Punkte E durch die Zahlen der vorhergeschickten 
Tabelle ausgedrückt, wenn wir die unteren Columnentitel gelten 

lassen und als Einheit den Ausdruck — — jr^ n'eKmen. Diese 

Einheit zu Grunde gelegt, findet man daqn noöh mittelst der 

Formel auf S. 67 für die scheinbare mittlere Helligkeit des asch- 

• • • 

farbenen Lichtes für die zmschen und -^ gelegeneti Blongatio- 
nen folgende Werthe. 



i 





ZwbHm 


Cphd. 












.. 


B 


" 


H 


.0« 


0,4444 


40' 


0,3387 


10 


0,«08 


GO 


0,2S0S 


20 


0^38 


JO 


0,3401 


30 


0,4080 


«0 


0,1894 


40 


0,3I6S 


90 


0,1415 



Das Verkältniss -^ geht für den Fall, dasB der Mond voll 



1 ff^ 16'geBetet wird, über üt 
= ^t|li^ = 0,000014441.^. 



Die in dieser Formel vorkommeDden Grrofiseii l, und » sind 
aus aBtronomiechen Beobachtungen bekannt. Somit könnte mit- 
telat der Formel der ErleuchtUDgecoeffident ft dea Mondes ge- 

fiinden werden, sobald nur das VerbältnifiB -jr beatinunt wäre. 

Zuerst wurde diese Beatünmung von Bouguer unternom- 
men. Ejt fand, dass das Sonnenlicht auf. der Erde dem von 
11664 Wachekerzen in der Entfernung von 16 franz. Zollen, oder 
von 5774 Wachskerzen in der Entfernung von 1 engl. Fusae 
gleichkomme j und 8cluitzt&, daes das Licht der Sonne in runder - 
Zahl SOOOOOmal stärker als das des Mondes sei. Die letztere 
Zahl ist aber jedenfalls viel zu klein. Aus ihr würde dch, wenn 
wir, was nahe der Fall ist, l^ s annehmen, für fi der Werth 
0,23 ergeben, während der Werth des ErleuchtungscoefScienten 
des feinsten Bleiweiseea, des Creniaer Weisses, wie wir später 
• sehen werden, nur ungel^r 0,4 ist Nach Bouguer hat Lam- 
bert das Mondlicht mit dem einer Talgkerze vei^Iiohen. Er 
stellte den Versuch wie folgt an. Durch das offene Fenster Hess 
Fig. 39. er die Strahlen des 

Vollmondes , der in 
einer Höhe von 63' 
stand, auf die hori- 
■zontale weisse Ebene 
EF, Fig. 29, fallen; 
der Theil GEAv^r Ebene 
wurde durch die senk- 
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rechte schwarze Ebene BO beschattet. Ati£ jenem' Theile 
aber stand die' brennende Talgkerze EC, die. ihrerseits nar 
den Raum GE erleuchtete. Die Talgkerze Wurde nun der 
Ebene BG so lange genähert oder von ihr fortgerückt^ bis die 
Helligkeit der Ebene EF hei G auf beiden Seiten der dun- 
kehi Ebene BG gleich war. Als dies erreicht war, w;urden 
die Distanzen GE imd EC gemessen; es war GE=S' par. 
M., EC = 8" , und hieraus bferechnet sich für den Winkel EG C 
der Werth 12o 32'. Die Höhe der Kerzenflamme betrug 18"' 
par. M., ihr grösster Durchmesser 3"'. Bedeutet nun ^d/' 
die Lichtquantität, welche von der Flamme in der. Entfernung von 
1' p^r. M. senkrecht auf das Element d/' trifft, so fällt auf letz- 
teres , wenn es nach G gebracht wird , die Quantität : 

q d/' dn 12o 32' 



32 



^^ 



Andererseits ist die Lichtquantität dies vom Monde beschie- 
nenen Elementes in Gy wenn q'^f seine Quantität bei senkrech- 
ter Ausstrahlung bedeutet: 

q'df ' sin 630. 
Wir haben also: 

<t = .^ £1^2^32^ ^ 0,02577. 

q '^ /ONO-. » 



[32+ ^I-Vl sin 630 



Die Erleuchtung durch den Vollmond beträgt also nur un- 
gefähr -^jr der Erleuchtung durch eine Talgkerze in der Entfer- 
nung von einem pariser Fuss. 

Von diesem Resultate weicht wieder dasjenige, .zu' welchem 
Wollaston durch Vergleichung der Schatten (s. S. 10) gelangt 
ist, erheblich ab. Dieser Physiker fand nämlich, dass sich die 
Erleuchtung durch den Vollmond zu der einer Kerzenflämme in 
der Entfejuung einös englischen Fusses wie -. 1 : 144 verhalte. 

Wollaston hat auch die Erleuchtung durch die Sonne mit 
der durch eine Talgkerzö verglichen. Er brachte in dem Fenster- 
laden einer dunkeln Kammer eine kleine Oeffnung an und fing 
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den Schatten, welchen ein kleiner opaker Cylinder, von den 
durch die Oeffirang dringenden Sonnenstrahlen beleuchtet, war£^ 
mit einem Schirme au£ Mit jenem Schatten verghch er nun den 
von einer Kerzenflamme auf demselben Schirme erzeugtüen und 
verschob jene, bis beide Schatten gleich hell erschienen, da denn 
die Erleuchtung des Flammen -Schattens durch die Sonne der 
Erleuchtung des Sonnen -Schattens durch die Kerze gleich war. 
Hierauf wurde die Entfernung der Flanune und der Oe&ung 
vom Schirme und der Durchmesser der Oe&ung bestimmt; 
diese Grrössen seien bezüglich 6, E und d. Bedeutet dann qdf' 
die Lichtquantität, welche das Element d/^ in der Elntfemung 
eines englischen Fusses bei senkrechter Strahlung von der Kerze 
erlangt, so erhält es, auf den Schirm in den Sonnen -Schatten 

gebracht, ^-7— Und ist Qdf die Quantität des von der vollen 

Sonnenscheibe erleuchteten Elementes, so wird diese Quantität, 
wenn das Element auf den Schirm in den Flanunen- Schatten 
gebracht wird, in demselben Verhältnisse geringer werden, als 
der vom Schirme aus durch die Oeffiiung sichtbare Theil der 
Sonne kleiner ist als die ganze Sonnenscheibe. Dies Verhältmss 
fällt aber ersichtlich mit dem/enigen zusammen, in welchem die 
Quadrate der Tangenten der scheinbaren Halbmesser von Oeff- 
nung und Sonne stehen. Hiemach drückt sich die Quantität des 



\2E) 



Elementes Im Flammen - Schatten durch Od/ ^ r aus, wenn » 

, lang «• 

der scheinbare Halbmesser der Sonne ist; Wir haben also: 

•Q 4£g tang s^ 

q ~ Ä«e2 

Aus 12 Beobachtungen ergab sich im Mittel: 

^ = 5563. 
? 

Verbinden wir dieses Resultat mit dem oben erwähnten für 

das Mondlicht, so finden wir für das Yerhältniss der Erleuch- 

tungen durch Sonne und Mond: 

^ = 5563 . 144 = 801072. 



V 
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Hieraus berechnet sich mit Hülfe der Formel auf S. 70 der 
ErleuchtungBcoefiBcient [a des Mondes zu 0,086, oder ungefähr 

TTjT. Dieser Werth stimmt besser mit unseren Vorstellungen über 

die physikaKsche Beschaffenheit der Mondobei^che überein als 
der weiter oben aus den Bougu er 'sehen Bestimmungen abge- 
leitete. In Betreff der Erleuchtung durch die . Sonne stimmen 
übrigens die Besultate Bouguer's und Wollaston's ganz 
befriedigend überein. Gleichwohl hat diese üebereinstimmung 
nur geringe Bedeutung, da die Vergleicbungseinheit , die Erleuch- 
tung durch eine Kerzenflamme, so sehr unbestimmt ist Nicht 
ohne Werth aber ist die Wo Ilaston' sehe Bestimmimg des Ver- 
hältnisses der Erleuchtungen durch Sonne und Mond. 
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L Von der Helligkeit dioptrischer und katoptrischer 
Bilder. 

Eine exacte Untersuchung der Helligkeit dioptrischer und 
katoptrischer Bilder ist ohne ein Eingehen in die Bchwierigsten 
Theile der Optik nicht möglich. Hier werden wir uns mit einer 
approximativen, auf die einfachsten Fälle sich beschränkenden 
Behandlung begnügen. 

LU, Fig. 31, aei der Durchschnitt einer Linse, von der 
wir dieselben Verhältnisse wie in den Elementen der Dioptrik 
Fif. 30. unterstellen, d. h. 

I wir nehmen an, dass 
die Dicke der Linse 
gegen die übrigen 
I zur Sprache kom- 
menden Linien ver- 
nachlässigt werden 
kann, sowie dass 
; nur von solchen 
Strahlen, die der Axe cc' nahe liegen, getroffen werde. Die 
Oeffnung oder Apertur der Linse sei II', von Kreiaform imd 
dem Radius 9. Ferner sei ah öin Gegenstand, der der Ein- 
fachheit wegen auch kreisförmig angenommen und von der 
Axe cc' im Mittelpunkt e senkrecht getroffen werde. Der Ge- 
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genstand sendet seine Strahlen nach dd^v-jdfanse hin und nach ihrer 
Brechung gestaltet sich hinter jener oai umgekehrte Bild a^h'. 
In einem Punkte von diesem versanuneln sich alle Strahlen, die 
der entsprechende Punkt des Gegenstandes nach der Apertur ZZ' 
hinschickt; und jene beide Punkte liegen mit dem' Mittelpunkte 
y der Linse in einer geraden Linie. 

Sehen wir zunächst von der Undufchsidhtigkeit der Linse 
ab, so leuchtet ein; dass die ganze Lichtquantität, welche von a fr 
auf II' triflft, auch in dem Bilde a'b' sich sammelt. Für diese 
Quantität ergibt sich aber den früheren Betrachtungen der S. 62 
zufolge : 

Q =z jJn^ (Ib — lay. 

Bedeutet somit r' den Halbmesser des Bildes, so ist die 
mittlere Helligkeit des Bildes an und für sich : 

Fangen wir aber das Bild mit einer Ebene auf, deren Er- 
leuchtungscoefiScient f( ist, so wird die mittlere Helligkeit des 
aufgefangenen Bildes: 

Die Helligkeit eines Bildpunktes ist caeteria paribus offenbar 
nur von derjenigen des entsprechenden Punktes im Objecte ab- 
hängig. Lassen wir also afr immer kleiner und kleiner werden, 
so ändert sich die Helligkeit in dem Mittelpunkte c' des Bildes 
nicht. Für ein sehr kleines ab hat man aber, da Za .und Ib nahe 
parallel sind, Ib -^ la = ab , sinlcy^ oder, wenn wir den Halb- 
messer von ab mit r und den scheinbaren Halbmesser der von c 
aus betrachteten Apertur, d. i. Icy mit A. bezeichnen, 2 . r sin X. 
Für ein verschwindendes r ist also die mittlere Helligkeit des 
Bildes, oder ist die centrale. Helligkeit des Bildes an und 
für sich: 

^ =z J sin k^ . — -. 

■er ^/2 

Es ist aber: 
1) r^cy . tangcya = d . tangd und r' z=zc' y tang & y a' =d* tan^dy 
und: 



7G Drittes Capitel 

2) d lang y cl = dti^etllff yc^l, oder: d fang k = d' fang A'. 

Hiemach ist auch: "^ 

^=ij tang A'2 cos A«. 

1) In dem besonderen Falle, wo das. Object sehr weit von 
der Linse entfernt ist, darf man die Linien al und aV als parallel 
betrachten. Alsdann ist Ib -^ la = aV — al =z IV • sin cya = 
2q sin df wenn q der Halbmesser der Apertur ist. Wir haben 
also hier: » 



2 



E=Jsind^ . -^,, 

|./2 • 

Nun ist aber: ^ : r' = tang yc<Z : tang &yh' = tang X^itang ö, 
mithin: 

H= J . tang A'2 cos ö^. 

Bei weit abstehendem Objecte ist also die mittlere Helligkeit 
des Bildes dem Quadrate des Cosinus des scheinbaren. Halbmes- 
sers des Objectes , sowie dem Quadrate der Tangente des schein- 
baren Halbmessers der Linsenöfihimg, vom Bilde aus gesehen, 
proportional. Die mittlere Helligkeit des Bildes nimmt also hier 
gerade wie die Oeffnüng der Linse zu oder ab. 

Setzen wir in der gefundenen Formel ö = , so erhalten 
wir für die centrale Helligkeit des Bildes: 

^ = J^ tang A'«. 

2) Liegt, um noch einen speciellen Fall zu betrachten, das 
Object ebensoweit vor der Linse als das Bild hinter derselben, 
so wird A = A', und somit ist dann die centrale Helligkeit: 

^rzscT^inA^. 

Und fängt man das Bild mit einer Ebene auf, so ist die Hel- 
ligkeit der letzteren im Mittelpunkte des Bildes:^ 

^ zzsz fiJ sin A2.' 

Denselben Ausdruck erhält man aber für die Helligkeit jener 
Ebene im Punkte c', wenn man unterstellt, dass sie von der 
Apertur ZZ', die mit der Leuchtkraft J begabt sei, erleuchtet 
werde. Stehen also Object und Bild gleichweit- von der Linse 
ab, so wird eine Ebene, die das Bild auflängt, in der Mitte des 
letzteren ebenso stark erleuchtet, wie wenn sie der Strahlung 
eines Stückes des Objectes, das die Oeffhung der (entfernt ge- 
dachten) Linse ausfüllt^ ausgesetzt würde. 

Da die optischen Gläser, deren wir uns bedienen, immer 
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mehr oder mmder- undurchsichtig »ind qM auch das die Linse 
durchstrahlende Licht durch seine Biegungen an den Flächen 
der Linse geschwächt wird, so wird die in einem gewissen Falle 
erhaltene Helligkeit des Bildes hinter' der berechneten zurück- 
bleiben, und um aus dieser jene zu erhalten, müssen .wir sie mit 
einem ächten Bruche, den wir den Schwächungscoefficien- 
ten nennen wollen, multipliciren. Statt diesen aus anderen Daten 
zu berechnen, wird es immer am Einfachsten sein, ihn durch Ver- 
suche direct zu bestimmen. Ist sein Werth für eine gegebene 
Linse x , so ist , wenn das Object sehr weit entfernt ist , die mitt- 
lere und centrale Helligkeit des Bildes: 

H=^ X J tang X'^ cos 8y ^ =z%J tang X'2. 

Es kann der Fall eintreten, dass die Durchsichtigkeit, der 
Brechungsquotient, die Krümmung der Linse in einem Verhält- 
nisse zu einander stehen , welches die Gleichheit von x und cos A'^ 
bedingt. Alsdann wird aber ^ z= Jsin X^^y imd die centrale Er- 
leuchtung des Bildes ist dieselbe , als ob das Object entfernt wäre 
und die Linse, soweit sie von der Fassimg frei gelassen ist,' mit 
der Leuchtkraft des Objectes begabt wäre. Die Erleuchtung 
(imd Erwärmung) in dem Focus eines Brennglases ist also z. B. 
dieselbe, wie wenn wir an die Stelle des Glases ein ebenso grosses 
Stück der Sonne setzten. 

Ehtfemen wir in dem Falle, wo das Object sehr fem ist, 
die Linse., so wird eine an die Stelle des Bildes gebrachte Ebene 
von dem Objecte direct erleuchtet. Die dieser directen Erleuch- 
tung entsprechende Helligkeit der Ebene im Punkte c< drückt 
sich aus durch: 

h = ftt/. sin c'&a^y 
oder, da bei der grossen Entfernung des Objectes cc*a nahe 
gleich d ist: 

A r= II, J . sin d^. 

Andererseite ist aber die mittlere Helligkeit des von der 
Linse auf jener Ebene erzeugten Bildes: - 

H^z=iiJ tang X'« tos ö«. • 

Zwischen der directen Erleuchtung und der Elrleuchtung bei 
zwischengeschobener Linse besteht also die durch folgende Pro- 
portion ausgedrückte Beziehung: 

h z H' = tang d* : tang l'K 
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«me inteneiTe Flamme aufgepflanzt, deren Strahlen die Ebene B 
oabe senkrecht treffen. Man stelle ferner mittelst der biconvexen 
Fig. 31. Linse U auf dem 

I Schirme SS, des- 
i ObeHföche 
I mit der von B 
gleiche Beechaf- 
I fenheithabe,in-B' 
I ein Bild von B 
her. Indem man 
Entfernung 
I FB" verändert, 
wird man offen- 
bar dahin gelan- 
I B' und B ' auf SS besiehe Helligkeit zu er-, 
langen, wenn man den Schirm durch ein blos rothea Licht durch- 
lassendes Glas betrachtet Zunächst wollen wir uns fragen , welche 
Beziehung aladann zwischen allen hier zur Sprache kommenden 
Grössen in diesem Falle stattfinde. Für F wollen wir uns eine 
ebenso stark leuchtende Kligelfläche vom Badius 9 gesetzt den- 
ken; die Entfernung FB sei J) und die Entfernung FB" heisae 
]}>. Femer bedeute J die Leuchtkraft von ^ für rothes Licht 
und f»,ft' die ErleuchtungscoeMcienten der Ebenen B und SS 
für dieselbe Lichtquantität. Das Flächenelement d/' in B er- 
langt alsdann von rothem Lichte die Quantität: 

1 = ■'v ■ H «. 

die Leuchtkraft des Elementes ist mithin: 

Hiemach ist , unter x den SchwächungscoefEcienteii der Linse, 
unter X imd V ihren scheinbaren Halbmesser fiir B und B' ver- 
standen, die centrale Helligkeit' des Bildes B' für rothes Licht; 

,, _,, WJq^ cos A* tanq A" 
1) H' = *ii ^L-1 ^jj % 

Die Heiligkeit im Punkte B", der von F direct sm Licht 
empfängt, istfei||br: 
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2)JJ" = (,,'J.^. 

Da nun 11^ und //" durch Verschiebung der Lichtquelle F 
gleich gemacht sind, so hat man aus 1) und 2): 

_ l^ 1 1 n^ 

^ ~ K ' cos X^ ' fang A'« ' 1)'^' 
Hierfür kann man aber auch setzen, wenn der Winkel l 
nur klein ist, und wenn a den Halbmesser der Apertur, d die 
Entfernimg der Linse vom Schirme bedeutet: 

Und so erhalten wir den Erleuchtungscoefficienten der Ebene 
J5 f ür rothes Licht in die Grössen x, d, a, D und D' ausge- 
drückt, von denen die erste nach dem auf S. 79 angegebenen 
Verfahren zu bestimmen, die übrigen direct zu messen sind. 

Das Obige überträgt sich ohne Weiteres auf den Fall , wo 
wir den Schirm mit blossem Auge betrachten, sobald dann nur 
die Ebene B weiss ist, d. h. jede Farbe in gleichem Maasse 
schwächt. Dahingegen gestalten sich die Sachen anders, sobald 
B gefärbt, und zwar, was immer der Fall sein wird, nicht 
homogen gefärbt ist. Die von Lambert für solche Fälle ange* 
stellten Versuche haben für den jetzigen Standpunkt der Optik 
gar keine Bedeutung, dahingegen ist denjenigen, bei welchen 
sich in B weiss gefärbte Körper befanden, immer noch ein 
gewisses Interesse nicht abzusprechen, zumal da sie die einzigen 
auf diesen Gegenstand bezüglichen sind, welche uns vorliegen; 
wir theilen sie daher hier mit 

1) Für ein Buch sehr weisses Papier, das in B angebracht 
wurde, ergab sich aus 11 gut übei^instimmenden Versuchen für 
den Erleuchtnngsooeffidenten der mittlere Werth: 

fi = 0,4102. 

2) Für ein Papierblatt der eben erwähnten Art, das auf 
einen schwarzen Grund befestigt wurde, ergab sieh: 

2 
' '*=13- 

3) Für das dioke und fiist ganz undurchsichtige König6< 
papier ist: 

ft = 0,4. 

Beer, Photometrie. 6 



i 
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4) Für Cremeer Weiss, das auf Kümgspapier in eolcber 
Dicke aufgetragen wurde, dass es vollkommen undurchsichtig er- 
schien, war, wie eich aus 7 BesUmmungen ei^ab: 

H = 0,4230. 

5) Bringt man in dem oben beschriebenen Versuche zwischen 
der Kerze mid Linae eine durchscheinende Platte an und ver- 
fährt übrigens wie angegeben, so liefert der Ausdruck für ft, 
wie man leicht einsieht, den Transparenzcoefficienten der 
Platte. Für ein Ttlatt des unter 1) und 2) erwähnten Papieres 

fand Lambert für denselben den Wertk -^. Auch der Ab- 

sorptionscoefficient liesse sich auf diese Weise bestimmen 

Dioptriscbe Versuche über die GrundsätEe der Photometrie. 

So oft wir eine aus der Theorie gezogene Folgerung durch 
den Versuch bestätigt sehen, haben wir einen Grund mehr, die 
Richtigkeit jener zu behaupten, und insofern di-nen die folgenden 
von Lambert sinnreich ausgedachten Experimente zur weiteren 
Bestätigung der Grundsätze, auf welche sich der ganze pboto- 
metiische Calcül aulbaut. 

Abhängigkeit zwischen Erleuchtung und Distanz 
der Lichtquelle. 

Sind A und B, Fig. 33, zwei gleich weisse Ebenen, die der 
Strahlung der Kerzenäamme <S nahezu senkrecht ausgesetzt wer- 
den, so ist die Leuchtkraft in A und B bezüglich: 



Fig. 32. 
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wenn fi den ErleuclituDgscoefiicienten der Ebenen, J die Leucht- 
kraft lind r den ßadiuB einer Kugel bedeutet, die an die Stelle 
von S gesetzt denselben Effect hervorbringt. Erzeugen wir nun 
durch die gleichen Linsen X und IJ, deren Azen die Punkte A 
und B treffen , auf dem Schirme EE mit dem £rIeuchtungdCoSf- 
ficienten -ft' zwei Bilder a und b der Ebenen A und B, und sind 
V, l'V die Aperturen und x der SchwächungBCoeffident der Lin- 
sen, so ist die Helligkeit der Bilder in a und 6: 

j »HH'Jr' ■ lang aol' „, xiift'Jr* fang bol" 

" ~ ASi ' f^ ~ BS* 

Die Helligkeit in o wird die in b übertreffen. Verengern wir 
daher die Apertur von L bis zu einer gewissen Girösse XI, ao 
wird die Helligkeit in a dieselbe wie die in b. Alsdann haben 
wir also: 



X jt fi' Jr' ianffaoJi' . Xftft' Jt^ fang bol'* 

= XSJ ^ ^^5 



Hierftus er^bt sich, da man — ^, — r = -n- hatj 
" tatig bot' Ol' 

o~l _ J S 

ol'~ BÜ' 
d, h. die Aperturen verhalten sich wie die tl-uts^reclicndeu Ent- 
fernungen der eileuchteten Ebenen von der Lichtquelle. Und 
diese Beziehung bat Lambert wirklich durch deu Versuch be- 
stätigt gefunden. 

AbhUngigkeit iwischeo l-^rleuchtung uiid IncideDzwlDkel. 

Sind A und B, Fig. 34, zwei gleich weisse Ebenen, von 
denen jene unter dem Incidenzwinkel i, dieoe senkrecht von den 
Fig. 33. 
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der Lichtquelle S entströmenden StralileD in gleicher Entferming 

getrolTen werden,, so wird die centrale Helligkeit dee von A uiit- 

Fig. 34. 




tclst der Linse L auf dem Schirme EE erzeugten BildeB geringer 
sein als die Helligkeit des Bildes b, welches eine zweite gleiche 
Linse i' von B erzeugt. Durch Verengerung der Apertur von 
L' können wir jedoch bewirken, dass in a und b gleiche Hellig- 
keit zum Vorscheine kommt; es trete dies ein bei der Apertur 
Xl. Alsdann ist, wenn wir die beim vorigen Versuche angenom- 
mene Bezeichnung beibehalten, die Leuchtkraft in A und Bi 



■ AS^' ^ — BS^ ■ 
Und die Helligkeiten in a und b sind: 

, » (ifi'Jr^ tang aoP xfifi'Jr^ cosi tangbok* 

" ~ AS^ ' P ~~ BS^ 



Wir haben also, da a'=ß',AS=BS und 



<^}- 



iang aol ol , 
tangboX oK 



In Uebereinstimmung hiermit fand Lambert in einem Ver- 
suche, wo « = 60(> war, für das Verhältnisa der Ap^rtona oder 

das VerhältnisB f — J-) die ZiAl -^; es iatAberiraah cm 60"=-^. 

Biuflnas djs E man atiom winkeis anf die Erlen ohtnng. 

Erzeagen wir Termittelst der Linbe £, Fig. S6>, zwei Bil- 
der a und 6 von den beiden gleich wfliu«n Ebenen A und B, 
die in gleioten Entfemongen von den ätnUeii der Flamme S 
senkrecht getro&n werden , bo erscheiat die ItGtte der Bilder 
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glßich hell, wenn auch die von A her auf die Linae fallenden 
Strahlen nicht wie aus B senkrecht, sondern schief Mtsfitrömen. 
Fig. 3G. 




Für die kleine Ebene A kann also, ohne dasa eine Störung im 
Effecte eintritt, an derselben Stelle eine zweite ebenso stark leuch- 
tende gesetzt werden, die zur Richtung AL der Strahlung senk- 
recht steht, und von L aus gesehen die Ebene A gerade deckt 

II. Von der Absorption des Lichtes. 

In allen unseren Betrachtungen sahen wir bisher von der 
Schwächung ab, welche das Licht durch die Absorption des 
Mittels, indem es sich fortpäanzt, erleidet. Dies ist auch, ohne 
dass bedeutende Fehler zu befürchten wären, inuner gestattet, 
wenn es sich um ein Lichtphänomen in der Luft handelt, bei 
dem nur geringe Distanzen zur Sprache kommen. Einen erheb- 
lichen Einäuse auf den Endeffect wird jedoch schon die Ab- 
sorption der so durchsichtigen Luil ausüben bei der Erleuchtung 
eines auf der Erdoberfläche befindlichen Punktes durch eine aus- 
serhalb der Atmosphäre gelegene Lichtquelle, z. B. durch einen 
Himmelskörper. Die genaue Äusmittelung des Einflusses, welchen 
die Absorption der Atmosphäre auf die Erleuchtung durch einen 
Himmelskörper ausübt, würde ebenso wie die Berücksichtigung 
der Refraction einen äusserst weitschweifigen Calcül erheischeik 
Wir begnügen uns daher mit einer freilich allen Forderungen 
entsprechenden Annäherung, indem wir annehmen, dass jeder 
von der Sonne z. B. auf einen Funkt der Erde gelangende Strahl 
in gleicher Weise geschirächt wird, so dass also der Ausdruck 
für die Erleuchtung, wie wir ihn im Obigen abgeleitet haben, ■ 
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jedesmal nur mit einem gewissen Schwächung6Coe£Bcienten zu 
multipliciren ist Femer werden wir auch nur solche Fälle be- 
trachten, wo die Ke&action ausser Acht gelassen und der Weg 
eines Strahles als geradlinig angesehen werden kann, und endlich 
noch denken wir uns, dass es sich zunächst nur um homogenes 
Licht handle, von dem übrigens dann leicht auf ein Lichigemenge 
übergegangen werden kann. 

Die einfachste Annahme, die sich über die absorbirende 
Wirkung eines homogenen Mittels machen lässt, ist die, dass ein 
in demselben fortgepflanzter Lichtstrahl beim Durchstrahlen einer 
unendlich dünnen Schicht von der bestimmten Dicke da immer 
einen gleichen Theil der Intensität^ welche er beim Eindringen 
in die Schicht besitzt, verliere. Es bewege sich also ein Strahl 
in einem nicht durchsichtigen Mittel von P bis P'. In dem Punkte 
j>, dessen Entfernung von P s sei, besitze er die Intensität t^, 
in dem Punkte p', der von P um 5 -|- d« abliege, hat er dann 
die Intensität 1.5+ d^ = ^hy wenn 1 — X den Bruchtheil angibt, 
den der Strahl bei seiner Bewegung durch eine Schicht von der 
Dicke äs an Intensität verliert. Und jene Beziehung besteht, 
welches auch die Entfernung des Punktes P von p sei ; wir leiten 
aus ihr weiter ab: 

di = — (1 — X) i^. 

Nun ist aber 1 — X unendlich klein, wir können daher, un- 
ter V eine positive Constante verstanden, setzen: 

-7- = — vds. 
% 

Die Integration dieser Gleichung liefert: 

i = conat • e~*'«. 

Bedeutet nun J die Intensität des Strahles im Punkte P, für 
welchen 5 = ist, so hat man: 

1) t = 7" • ^— *'*, 

wofür man auch noch setzen kann: 

2) i = c' . J. 

Wir wollen die in der Formel 1) vorkonunende Zahl v den 
Eztinctionscoefficienten der Intensität in Bezug auf 
den Baum, die in 2) vorkommende Zahl c den Absorptions- 
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coefficienten der Intensität') nennen. Sie steten in der 
Kelädon : 

~ v = logc. 
Dea Formeln 1) nad 2) zufolge verhalt sich die Intensität 
eines LicIitstrahleB , der sich in einem nicht durchsichtigen Mittel 
fortpflanzt, zu seiner ursprünglichen Intensität, wie die Potenz, 
deren Dignaud eine für das Mittel und die Farbe bestimmte 
Bruchzahl und deren Exponent der durchlaufene Weg ist, zur 
Einheit • 

Die Bruchzahl c, der Absorptionscoefficient , ändert sich von 
Mittel zu Mittel und von Farbe zu Farbe, und diese Variation lat 
es, welche die Färbung der Mittel im durchgehenden Lichte be- 
dingt. In den krystalliniachen Körpern ist er ausserdem von der 
Kichtung und Polarisation des Strahles abhängig. Auch die Tem- 
peratur beeinflusat seinen Werth, wie dies auch mit dem Erleuch- 
tnngs coefficienten der Fall ist"*). Von dem Absorptionscoefficienten 
besitzen wir ziemlich zahlreiche reUtive und absolute ßestimmun- 
gen für amorphe und krystallinischc Körper. 

Betrachten wir jetzt die Absorption in einer Platte , die aus 
parallelen Schichten besteht, welche genau oder sehr nahe gleiche 
optische Dichtigkeit besitzen , deren Absorption^kraft aber nach 
Fig. 30. einem bestimmten Gesetze 

I von der oberen Fläche der 
Platte bis zur unteren variirt. 
Durch die Platte pflanze 
sich ein Lichtstrahl fort, der 
von dem Punkte P, Fig. 
37, der.ersten Flädie aus- 
geht, hier die Litensität J 
besitzt und mit der Nonnale 
der Platte den Winkel 7 



*) Diese beiden Zahlen aiod wohl zu unterauhelden von den entsprachen- 
den CoelHclenten y" und & für die Amplitude, welche in der. Undulalionitlieorie 
in Gebrauch kommen, Ei ist nämlich v ^ 2 v' und c =: c'*. 

**) Eine Löeung von Eisenchlorid 7. B. dunkelt , wenn sie erwärmt wird 
Mennige and Qoeckeilberoxyd wandeln htä der Erwärmung ibre rothe Farbe 
in die schwarze um. 
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eüiBchlieest In dem Punkte p, der von der erstes Fläche um 
h entfernt ist, sei die Intensität des Strahles i/, und der Ab- 
sorptionscoefBcieot c^. Äledann ist die Intensität in dem Funkte 
p', der um dh tiefer liegt, da die durchlaufene Schiebt die 



Hieraus folgt: 

hqi ^ / loqc/,Ah-i- consf ^ / »i d/t -|- consf. 

Da nim aber für A =^ die Intensität i in J übergebt, so ist: 



oder: 

h 

log -^ = / VidA. 

"JeoifpJ 

Mittelst dieser Formel sind wir im Stande, die Absorption durch 
einen beliebigen Schichtencomplex der Platte zu berechnen, so- 
bald wir nur die Function v/, oder das Gesetz kennen, nach 
welchem die Äbsorptionskraft mit der Tiefe eich ändert. 

Auch die Schichten unserer Atmosphäre beaitsoi eine v«r- 
Bchiedene Absorptionekraft jenach ihrer Höbe, die noch obendrön 
Fig. 37. beatJLndtg lind innerhalb sehr 

~\ weiter Gtreiueit wechselt. Enger 
sind diese Grenien für den Fall 
eines heiteren HSmmels. Wir 
wollen hier -die Absorption durch 
die Atmosphäre m der Unter- 
stellung mit der Rechnung ver- 
folgen , dasj ihre Absorptionskraft 
nach einem regelmässigen Ge- 
setze von einer der Elrde cou> 
centrischen Schicht zur anderen 
varüre. AA, Fig. 38, sei die 
obere Grenze der Liiit, A' A' die 
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untere, ihre Höhe sei H. Femer sei m der Mittelpunkt, R der 
Radius der Erde. Auf A' treffe der Strahl aS-4', dessen Weg 
als geradlinig angesehen werden kann, sobald seine Zenithdistanz 
SA^A = ^ einem Rechten nicht zu nahe kommt. Die Inten- 
sität des Strahles in S sei J, diese falle, nachdem er bis zum 
Punkte p in die Höhe h gelangt ist, auf t/r In dem Punkte p 
sei der Extinctionscoefficient i//^. Alsdann ist, wie man leicht 
findet: 

— V, . US . 

wenn s die Entfernung pS bedeutet. Hieraus folgt: 

hg i = J Vfids -j- const 

Da aber die Intensität des Strahles in B durch J bezeichnet 

wurde, so ist: 

s 

log -jr = j n^S' 

£8 ist nun aber: 

- ■ {R -|- hy = Ä2 _|« «2 4- 2Rs cos g?, 

s -{- R cosif = V/i2 -f 2Rh -\- R^ co8tp\ 
Wir setzen: 

so kommt: 

s -\- R co8(p = y<e2 _j- 2J2 cosfp'^y 
also: 



V z^ -{-R^ cosif^' 
Wir haben femer für 5 = S ^ = VS« ^ 2RS = Z; folglich ist: 

, _i r vzdz 

J ~ J V^2_^ 222^0592* 

Die Intensität an der Erde in A*^ wo z und s verschwinden, sei 
J% so ist also: 

j* r vzdz 



lo,^=J 



J J y-2 4-/?2 C0592' 



z 
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Hierfür erhalten wir durch die Substitution (Ä -f- ä)* = z^ rf- Ä* 



J J y z^ sinq)^ -\- v^ ^f^f* «^^ 



•T' r vzdiz 

woraus sich endlich durch Entwicklung des Integranden ergibt: 



1 J* \ r vzdz 1 tanqw^ P vz^dz 

hg -jr = 7 T — ^^-^ / ; — etc. 

*" J costp J V 2 cos(p J v^ 

Die in der Reihe vorkommenden Integrale sind für den jedes- 
maligen Zustand der unbewölkten Atmosphäre constant; bezeich- 
nen wir ihre Werthe mit A, B etc., so ist also: 

1 J' 1.1 tanq w^ _ , 

• log -TT = ^ — "o B 4- etc. 

^ J cosq> z coß(p ' 

Unsere Reihe zieht sich für 9 = auf ihr erstes Glied zurück 
und convergirt, solange (p innerhalb 0^ und 80^ gelegen ist, so 
stark, dass überhaupt in diesen Fällen mit hinreichender An- 
näherung der Werth des ersten Gliedes für den der ganzen Reihe 
gesetzt werden kann ; es kommt dies ersichtlich darauf hinaus, an- 
zunehmen, dass die Schichten der Atmosphäre für Zenithdistansea 
von der angegebenen Grösse als horizotal angesehen werden dür- 
fen. Dies vorausgesetzt lässt sich aber ersichtlich der Schwä- 
chungscoefficient A für die senkrechte Bestrahlung durch die 
Atmosphäre hindurch finden, sobald "nur für zwei verschiedene 
Zenithdistanzen eines leuchtenden Himmelskörpers, der Sonne 
z. B., das Verhältniss der entsprechenden Erleuchtungen einer 
senkrecht bestrahlten Ebene bekannt ist. Bouguer und Lam- 
bert haben auf diese Weise den Schwächungscoefficienten ^ für 
eine unbewölkte Atmosphäre zu bestimmen gesucht. Es fragt 
sich, ob die Abweichung ihrer Resultate, wie Lambert es zu 
glauben scheint, lediglich in der Bestimmungs weise ihren Ghrund 
hat; auch die Variationen in der Durchsichtigkeit der anscheinend 
Teinen Atmosphäre dürften sehr bedeutend sein. Bouguer fand 
am Ufer des Meeres, dass bei senkrecht auffallenden Strahlen 
die Erleuchtung durch die Sonne bei einer Zenithdistanz von 24® 
zu der bei einer Zenithdistanz von 71<> sich verhalte wie 3 : 2. 
Bezeichnen wir nun die Intensität eines Strahles an .der Grenze 
der Atmosphäre mit J und auf der Erdoberfläche in den er- 
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wähnten Fällen bezüglich mit J* und J^'', so haben wir dem Obigen 



zufolge : 



Jt J^ Jts 

% — = :;7röi5 ^^^ % t "^ 



cos 710 



^ \co8 2^^ cosliy —^^ '3 



J cos 240 
Nun war aber, wie Bouguer fand: 

Hieraus folgt: 

A = 0,8146. 
Einen viel kleineren Werth, nämlich 0,59 fand Lambert für 
den atmosphärischen Schwächungscoefficienten , obgleich er in 
Chur beobachtete, wo der mittlere Barometerstand nur 26 par. 
Zoll ist. Die neueren Versuche Seidel's rechtfertigen aber 
wieder das Bouguer 'sehe Resultat; sie lieferten nämlich A = 
0,78 (München, gel. Anz. Juli 1846). Die letzten Beobachtun- 
gen über die Absorption der Atmosphäre hat H. Schlagintweit 
angestellt und unter anderen in Poggendorff's Annalen, 
LXXXIV, mitgetheilt. Er bediente sich dabei des Saussure'- 
schen Diaphanometers. Dieses Instrument besteht im We- 
sentlichen aus zwei schwarzen Scheiben auf weissem Grunde , von 
denen die eine 1 par. Zoll, die andere 1 par. Fuss im Durch- 
messer misst. In einem absolut durchsichtigen Mittel müssten 
sich nun die Entfernungen der Scheiben, wenn dieselben eben 
dem Auge verschwinden, wie ihre Durchmesser verhalten, d. h. 
verschwände die kleinere Scheibe in der Entfernung 1 , so müsste 
die grössere in der Entfernung 12 verschwinden. In der Luft 
aber erweist sich jenes Verhältniss kleiner, und zwar um so 
kleiner, je undurchsichtiger die Luft. So fand Schlagintweit 
an einem sehr heiteren Tage am Grossglockner für verschie- 
dene Höhen die hier zusanunengestellten Verhältnisszahlen. 





Höhe. 


Verhältniss- 
zahl. 


1. 


12000 


11,957 


2. 


11000 


11,892 


3. 


10300 


11,943 


4. 


7GbO 


11,773 


5. 


2300 


10,279 
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Bei dem ersten Versuche betrug am Gipfel des Berges der 
Barometerstand 479"", auf 0» reducirt Aus den obigen Zahlen 
lässt sich der Absorptionscoefficient der Luft nicht ableiten. In 
einer Note macht aber Schlagintweit die Bemerkung, dass 
bei seinen Versuchen die Entfernung des Beobachters von der 
kleinen Scheibe zwisjchen 203 und 230 par. F. und die von der 
frossen Scheibe zwischen 2200 und 2750 F. variirt habe. Die 
Zahlen 230 und 2750 scheinen, der Tabelle gemäss, zu einander 
zu gehören; ein Gleiches dürfen wir wohl auch von den Zahlen 
203 und 2200 annehmen. Alsdann aber sind wir im Stande, den 
AbsorptionscoefiBcienten der Luft, wenigstens annäherungsweise 
und für die Grenzen der Versuchsreihe, d. h. für die Höhen 
2300 und 12000 zu berechnen. Man sieht nämlidh leicht ein, 
dass sich dieselben Entfernungen der Scheiben ergeben würden, 
wenn diese, statt schwarz auf weissem Grunde , weiss auf schwarzem 
Grrunde wären. In diesem Falle drückt sich aber die Lichtqujin- 
tität, welche von der grösseren Scheibe auf die Pupille trifft, 
aus durch: 

Q = n ' p ' J ' c^ ' sinS^, 
wenn p die Area der Pupille, J die Leuchtkraft der Scheibe, 
E ihre Entfernung, S ihren scheinbaren Halbmesser und c den 
Absorptionscoefficienten der Luft für die Einheit der Distanz be- 
deutet. Bezeichnen wir aber femer die Lichtquantität, den schein- 
baren Halbmesser und die Entfernung der kleineren Scheibe be- 
züglich durch q, 8 und e, so ist, da die Erieuchtung der Scheiben 
und somit auch ihre Leuchtkraft gleich ist, und von der mehr 
durch die Umgebung bedingten Variation der Pupille abgesehen 
werden kann: 

q r=z n ' p ' J * c^ ' sins^. 
Werden nun die Scheiben so gestellt, dass sie sich nicht mehr 
von ihrer Umgebung abheben , so ist Q = 5^ zu setzen , und wir 
haben demzufolge: 

c^ • sinS^ = c^ ' sin 8^. 
Hierfür kann, wenn D und d die Diameter der Scheiben sind, 
gesetzt werden: 

r D^ d^ 

oder : 
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d2£2 



c 



E-e 



woraus sich ergibt: 

2 

log c = -p Qog E -\- log d — log D — log e). 

Für eine Höhe von 2300 F. war nun der mitgetheilten Notiz zu- 
folge, wenn wir 1000 par. F. zur Längeneinheit nehmen, E= 2,2, 
e = 0,203; ausserdem ist D =^ V2,d. Diese Werthe in unsere 
Formel gesetzt, ergiebt sich c == 0,9029. Und ebenso berechnet 
sich der Absorptionscoefficient der Luft in einer Höhe von 12000 
par. F. und für eine Distanz von 1000 par. F. zu 0,9985. 

Wäre uns das Gesetz bekannt, welches den Absorptions- 
coefficienten der Luft mit der Erhebung von der JJrdoberfläche 
verknüpft, so könnten wir, auf das Vorhergehende gestützt, die 
Schwächung des Lichtes beim Durchstrahlen der ganzen Atmo- 
sphäre berechnen. Eine gewisse Annäherung an die Wirklichkeit 
dürfen wir hoffen, wenn wir die Hypothese machen, dass jenes 
Gesetz sich ausdrücke durch die Formel : 

c = 1 — wp'' , 

wo e der Absorptionscoefficient, h die Erhebung von der Erd- 
oberfläche, m und p constante Grössen sind. Indem wir die 
Höhen von dem niedrigsten Standpunkte an rechnen, den Seh lag- 
int weit bei den beschriebenen Versuchen einnahm, und auch 
wieder 1000 par. F. zur Einheit nehmen, ist für den ersten der 
discutirten Versuche: A = 0, c = 0,9029, und für den zweiten: 
A = 9,7 , c = 0,9985. Hieraus ergeben sich für die Constanten 
in unserer Formel die Werthe: 

m = 0,0971, p = 0,650557. 

Nun ist aber dem zufolge, was wir S. 90 gesehen haben, der 
Schwächungscoef&cient der ganzen Atmosphäre: 

H 

A = I log ' (1 — mp^) dh, 



wo H die Höhe der Atmosphäre bedeutet, die wir hier ohne er^ 
heblichen Fehler als unendlich gross annehmen dürfen. Die Ent- 
wicklung des Integranden liefert aber: 
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00 

-4 = — / dh (mp'' 4- "o wa2|)2'i _|- -- m3p3't -f- . . . j 



00 



Mit grosser Annäherung kann hierfür gesetzt werden: 

Und diese Formel liefert nach der Substitution der gefundenen 
Werthe von m und p: 

A = 0,587. 
Merkwürdiger Weise fällt dieser Werth mit dem von Lambert 
bestimmten (siehe oben) sehr nahe zusammen. 

Die stabilen Lichterscheinungen der Atmosphäre (ihre Er- 
leuchtung , Absorptionskraft , Farbe , Polarisation u. s. w. im Ge- 
gensatze zu den vorübergehenden Phänomenen des Regenbogens, 
der Höfe u. s. w.) sind für den Erdbewohner in vielen Beziehunr 
gen von der höchsten Bedeutung. Erst in neuerer Zeit sind die- 
selben einer gründlichen theoretischen Behandlung von Clausius 
gewürdigt. Wir machen hier, wo wir nur bis zum Gebiete der 
speciellen neueren Studien gelangen, den weiter Strebenden zu- 
nächst auf die Arbeiten jenes Gelehrten aufmerksam. 
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Die sichtbare Helligkeit. 



I. Von der sichtbaren Helligkeit. 

Unser Auge stimmt zwar in seiner Wirkung mit einer Linse 
überein, gleichwohl dürfen wir die für letztere gefundenen Sätze 
über die Helligkeit des Bildes nicht ohne Weiteres auf die Hel- 
ligkeit des Netzhautbildes ausdehnen. Um nämlich die Wirkungen 
de« Lichtes auf jenes sublime Organ innerhalb gewisser Grenzen 
einzuschränken und so gegen die Gefahr eines einzelnen allzu 
starken Eindruckes zu schützen und den längeren Gebrauch des 
Sinnes zu bewahren, hat die Natur die Augenlinse mit einer 
veränderlichen Apertur, der in der Iris befindlichen Pu- 
pille, versehen. Eine kurze Andeutung des anatomischen 
Baues dieses Apparates dürfte hier an der Stelle sein. Um 
die Pupille, die centrale kreisförmige Oefihung der Iris, legt 
sich ein Ring von feinen Muskelfasern, die nach der Tangen- 
tialrichtung verlaufen, also auf den Kadien des Augensternes 
senkrecht stehen; wir wollen diese Fasern die annularen nennen. 
Ausserdem aber bemerkt man noch einen Zweiten King von feinen 
Muskelfasern, der sich an den ersten anschliesst und ihn umgibt; 
in diesem zweiten Hinge laufen die Fasern nach der Richtung der 
Radien, weshalb wir sie radial nennen wollen. Durch Contraction 
der annularen Fasern und Nachlassen der radialen wird die Ver- 
engerung und durch Nachlassen der annularen Fasern und Con- 
traction der radialen wird die Erweiterung der Pupille bedingt. 



t 
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Diese Bewegungen werden aber angeregt zunächst durch die 
Ciliamerven. Die Ciliamerven entspringen aus dem hart am 
Nervus opticus gelegenen Ganglion ciliare. Letzteres ist aber der 
Vereinigungspunkt eines Astes des Nervus oculomotorius und des 
Nervus nosocüiaris, welcher seinerseits von dem Nervus trigetninus 
ausgeht. Der Nervus oculomotorius entspringt wahrscheinlich aus 
einem Vierhügel, mit welchem auch der Nervus opticus zusam- 
menhängt, und der Nervus trigeminus durchsetzt das Gangliofi 
trigemini s. Gasseri, In dem letzt erwähnten Ganglion endlich ver- 
einigt sich mit dem Nervus trigeminus der Nervus sympathicus, der 
aus dem Bückenmarke tritt. Was nun die Bedeutung des an- 
gegebenen anatomischen Apparates betrifft, so haben Versuche 
ergeben, dass die Function des Nervus sympathicus darin besteht, 
die Iris zu erweitern, die des Nervus oculomotorius ^ sie zu ver- 
engem. Fällt nun ein Lichtstrom durch die Pupille auf die Netz- 
haut, die Ausbreitung des Nervus opticus, so leitet dieser den 
Eindruck nach den Vierhügeln. Das Centralorgan aber reagirt 
alsdann sofort durch Vermittelung des Nervus oculomotorius und 
der ihm entsprechenden Nervi ciliares \ es verengt sich die Pupille, 
indem die durch den Beiz gesteigerte Wirkung des Nervus oculo^ 
motorius die Wirkung des Nervus sympathicus überwindet Indem 
normalen Zustande hat nur das durch die PupiUe dringende und 
den Nervus opticus reizende Licht emen Einfluss auf die Bewe- 
gung der Irisfasem. Lambert überzeugte sich hiervon durch 
folgenden Versuch. Er liess auf die Iris mit Hülfe einer Linse 
das Bild einer Kerzenflamme fallen und beobachtete seine Lage 
in einem seitlich gehaltenen Spiegel. So lange kein Theil des 
Bildes die PupiUe traf, bewahrte diese ein und dieselbe Orösse. 
Auf der Stelle aber verengte sie sich, sobald nur die Spitze des 
Bildes in die PupiUe hineinragte. Die unwillkürliche natürliche 
Variation der PupUle wird somit nur durch solches Licht heryor- 
gebracht, welches die' Netzhaut trifft Ganz andere Verhältnisse 
treten jedoch ein, wenn der normale Verlauf gestört wird. S. 
Budge in ^en Compt. rend, Oct. 1852. 

Eine Variation der PupUle zeigt sich aber ferner auch noch 
unter unnatürUchen Verhältnissen. So bringt z. B. ein in das 
Auge geträufelter Extract von Belladonna oder Hyoscyamos eine 
Erweiterung der PupiUe hervor. Bei Kindern 9 die von Einge- 
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weidewürmeni geplagt werden, nohmen wir eine Vergrössemng 
der Pupille wahr , die von eiueiu Eeize des Nerom tympathicm 
herrühren dürfte. 

Auch beobachten wir eine Verengerung der Pupille, wenn 
wir uns Mühe geben, einen nabcn oder fernen Gegenstand deut- 
lich zu sehen. Und endlich ist auch noch einer der Willkür im- 
terworfenen Variation zu gedenken- Dadurch, dase wir eine leb- 
hafte Vorstellung von einem dunkeln oder hellen Gegenstande er- 
zeugen, oder dasB wir unter den im Gesichtsfelde befindlichen 
Gegenständen unsere Aufmerksamkeit einem dunkeln oder einem 
hellen zuwenden, 'können wir eine mehr oder minder bedeutende 
Erweiterung oder Verengerung der Pupille hervorrufen, Wa 
werden aber hier nur diejenigen Veränderungen der Pupille weiter 
in Betracht ziehen, welche lediglich unter den natürlichen Um- 
standen der Wirkung des Lichtes zuzuschreiben sind. 

Jeder hat wohl schon an sich selbst die Beobachtung ge- 
macht, dass die Apertur der Pupille um so kleiner wird, je 
grösser der scheinbare Durchmesser und je grösser die Hellig- 
keit des betrachteten Gegenstandes ist. Dies ist sehr begreiflich. 
Die Apertur der Pupille wird lediglich durch das Bild des Ge- 
genstandes auf der Netzhaut bedingt. Es sei nun ab, Fig. 38, 
l'ig. 38- der Gegenstand , /j, 

pj die Pupille, K 
der Kr euzungspun kt 
der Strahlen im 
Auge , a' b' das 
Netzhautbild. Be- 
deutet femer J die 
Leuchtkraft des Ge* 
genstandes, S seinen 
von der Pupille aus betrachteten scheinbaren Halbmesser, p den 
Halbmesser der Pupille, d ihre Entfernung vom Bilde, so ist die 
in das Auge dringende Lichtquantität: 

oder wenn ab vom Auge entfernt ist: 

q = Jit^p^ sinS^. 
Der Inhalt des Budes ist aber (Kn. sine)^x, wenn e den sehein- 

Beer, Photometrie. 7 
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bare Halbmesser des vom Kreuzungspunkte K betrachteten Ob- 
jectes bedeutet. Und da sich die Apertur der Pupille nur durch 
jene Lichtmenge und durch den Inhalt der von ihr getroflFenen 
Netzhautßtelle bestimmen kann, so haben wir: 

p = Function von Jn^p^ sind^ und von (Kn • ^w£)2jr, 
oder auch, da d und 8 nahe gleich sind: 

wenn / ein Functionszeichen ist. 

Da in unserem Falle d und s nahe gleich sind, so haben 
wir also für die mittlere Helligkeit des Netzhautbildes (s. S. 51): 

{Kny ' 
Dies ist also der Ausdruck für die Helligkeit, welche wir 
sehen; wir nennen daher auch letztere die sichtbare Hellig- 
keit des Gegenstandes. Aus dem für sie gefundenen Ausdrucke 
ziehen wir nun diese Folgerungen: 

1) Die Function / ninmit , wie bereits erwähnt , bei wachsen- 
dem J an Grösse ab. Die sichtbare Helligkeit eines Gegenstan- 
des ändert sich daher in geringerem Verhältnisse als die Leucht- 
kraft. 

2) Je grösser d wird, um so kleiner wird der Werth von /. 
Die sichtbare Helligkeit eines Gegenstandes nimmt folglich ab, 
während sein scheinbarer Halbmesser wächst Es müsste somit 
der Glanz einer leuchtenden Scheibe zunehmen, wenn wir diese 
vom Auge fortbewegen. 

3) Bei der successiven Betrachtung von Gegenständen durch 
ein Auge sind die sichtbaren Helligkeiten nur dann den Leucht«^ 
kräften proportional, wenn die scheinbaren Halbmesser und In- 
tensitäten der Gegenstände in einer solchen Beziehung steheni 
dass der Werth von / für beide Objecte derselbe ist. Von zwei 
gleich stark leuchtenden Scheiben, die sich scheinbar decken, wird 
die vordere ebenso hell gesehen wie die hintere, wenn jene ent- 
fernt wird. 

4) Eine richtige Beurtheilung jedoch tritt immer in dem Falle 
ein, wo mehre, z. B. zwei Objecte gleichzeitig beobachtet wer- 
den. Beziehen sich nämlich die einfach accentuirten Buchstaben 
auf das eine imd die doppelt accentuirten auf das andere Object, 
so wird hier die OeflBaung der Pupille ausgedrückt durch: 
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und es wird: 

^^ — {Kny ' "" (^1)2 ' 

und es verhält sich: 

IF : IP^ = J> : J>'. 
Die Function /, oder die Abhängigkeit der Pupillenöfl&iung 
von der Ausbreitung und Stärke des Lichtreizes auf der Netzhaut 
ist uns so gut wie unbekannt. Sp viel dürfte jedoch jedenfalls 
anzunehmen sein, dass die Lichtintensität in anderer Weise in 
dieselbe eingehe wie die Area des Netzhautbildes. Das einzige 
Positive, was wir über diesen Gegenstand besitzen, ist eine von 
Lambert herrührende Bestimmungsreihe. Dieser Gelehrte hat 
nämlich den Durchmesser seiner Pupille, wie er verschiedenen 
Entfernungen des Objectes entsprach, gemessen. Er brachte in 
den Fensterladen einer dunkeln Kammer eine kreisförmige Oeflf- 
nung von circa Vs Fuss Durchmesser an. Von dieser OeflFnung 
stellte er sich in verschiedenen Entfernungen hin und betrach- 
tete durch jene das Himmelsgewölbe, ohne das Auge anzu- 
strengen, bis die Pupille den der Intensität des Lichtes und der 
scheinbaren Grösse der OeflFnung entsprechenden Durchmesser 
angenommen hatte. Kasch mass er alsdann jedesmal den schein- 
baren Durchmesser des Pupillen -Bildes, welches er in einem vor- 
gehaltenen Spiegel erblickte, indem er das Bild auf dem Spiegel 
selbst zwischen die Spitzen eines Zirkels nahm. Man überzeugt 
sich durch eine einfache Betrachtung davon, dass die Entfernung 
der Zirkelspitzen dem halben Durchmesser der Pupille gleich 
kam. Lambert machte eine grosse Anzahl vöÄ^y ersuchen die- 
ser Art , von denen er noch viele als gar zu sehr abweichend ver- 
warf; namentlich liess er die zu grossen Ergebnisse unberücksich- 
tigt, weil bei dem Messen das Auge angestrengt wurde und der 
beobachtete Gegenstand dunkel erschien, was eine Erweiterung 
der Pupille bedingte. So .erlangte er die in der folgenden Ta- 
belle zusammengestelllen Resultate. Die Werthe der letzten 
Columne erhielt er, indem er die Variation der Pupille graphisch 
darstellte und nach der den Versuchen sich am meisten anschlies- 
senden Curva corrigirte. Für den Durchmesser der gß^nzen Iris 
fand Lambert 4,70 Linien. 
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Nicht ohne allgemeines Interesse werden noch die hierher 
gehörigen folgenden Bemerkungen sein. Betrachten wir einen 
Gegenstand, einmal mit imbewaffiietem Auge aus der Weite des 
deutlichen Sehens, hierauf durch eine vorgehaltene Linse oder 
Brille , so scheint er uns in beiden Fällen in allen seinen Punkten 
merklich gleich hell, wenigstens, was wir unterstellen wollen, 
wenn keiner von den Strahlen, die von einem Punkte des Ob- 
jectes durch die Linse gebrochen in's Auge dringen könnten, 
durch die allzu kleine Apertur oder zu grosse Entfernung der 
Linse vom Auge hieran verhindert wird*). Man findet leicht 
hiervon den Grund. Es sei pp, Fig. 39, die Pupille des 
Auges -4, II die Linse, ab der Gegenstand, a'6' sein in der 
Sehweite a'Z" befindliches Bild. Nehmen wir ein Element des 
Gegenstandes, z. B. das in der Axe befindliche kreisförmige 
Element a mit der Intensität i; ihm entspreche im Bilde das Ele- 
ment a^ da man denn hat: 

a' : a = a'c^ : ac^. 
Sind aip die äussersten von a aus in's Auge gelangenden Strah- 
len, so ist die Quantität des Lichtes, welches von a auf den 
Baum ii trifft und somit in's Auge gelangt; 

*) Dies findet jedoch, wie bemerkt, nur statt, wenn der Gegenstand bei 
der Betrachtung durch das blosse Auge deutlich gesehen wird. Gleichwohl 
ist innerhalb gewisser Grenzen der Unterschied in der Helligkeit des netten 
Bildes und des Zerstreuungsbildes zu unbedeutend, als dass hierauf die „er- 
hellende Kraft der Augengläser" zurückzuführen wäre. Wenn man von einer 
solchen sprechen hört| wird allermeist der Begriff der Deutlichkeit mit dem 
der Helligkeit verwechselt. 
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q = aJa \-r-j , 
oder anuäherungsw^ee : 

Denken wir uns aber anderereeite di^ Linse entfernt und das 
Bild als Gegenetand, in jedem seiner Punkte mit derjenigen Leucht- 



Fig. 39. 




kraft begabt, die eich in dem entsprechenden - Funkte des Ob- 
jectee vorfindet, so schickt das Element a' auf den Baum ü also 
auch ^ect in's Auge die lächtmenge: 

ff* = «''"«' -^ 
HierauB und den beiden schon gefundenen Relationen &lgt aber, 
dasa q ^ q' ist Wir sehen also den Gegenstand so, ais ob er 
sich im VerlÄltnisae von ah zu a'h' vergröaacrt in a'b' in der 
Weite dea deutlichen Sehens befände und in jedem Punkte die 
dem entsprechenden Funkte eigene Leuchtkraft beaässe. Die 
wirkliche und die echeinbare mittlere Helligkeit des durch die 
Linse gesehenen Bildes und des Objectes ist dieselbe. Wird in 
ai überall gleich grosse Leuchtkraft angenommen, so ist klar, 
dasB der durch die Linse gesehene Gegenstand ebenso hell er- 
scheinen musa, wie wenn er eich in a'b' befände und mit unbe- 
waffnetem Auge betrachtet würde, weil nämlich der Unterschied 
der sichtbaren Helligkeit in dem einen und anderen Falle, wie 
er durch die verschiedene Grösse des Netzhautbildes bedingt ist, 
uns entgeht (a. S. 98). 

Betrachten ivir blos die Elemente a und a' durch ein an die 
Linse gesetztes Diaphragma mit der Oefibung it, so tritt in dem 
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Obigen keine Veränderung ein. Verkleinert man aber den In- 
halt der Ocffnung, so vermindert sich in demselben Verhültnisse 
die Helligkeit des einmal durch die Linse, dann ohne dieselbe 
deutlich betrachteten Elementes. Da aber hier, weil jetzt die 
Pupille noch grösser als pp wird, alle durch's Diaphragma ge- 
langenden Strahlen imm^ iu's Auge gelangen, so bleibt auch 
die sichtbare Helligkeit des Elementes in beiden Fällen absolut 
gleich. 

Es möge hier auch noch die Frage nach der Helligkeit eines 

durch ein astronomiBches Teleskop gesehenen Bildes Kaum finden. 

Das Object sei ab, Fig. 40, die ObjectivlinBe Ob mit demAper- 

turenradius M, das von ihr erzeugte BUd a'b' und daa durch das 

Fig. 40. 



Ocolar Oc mit dem Auge A betrachtete Bild des letzteren a"b"; 
difses liegt in der Entfernung des deutlichen Sehens vor der 
Pupille pp. Wir wollen nun aooehmen, dass alle von dem in a 
befindlichen Elemente a ausgehenden und au£ die Oefihung des 
Objeetives fallenden Strahlen in's Auge gelangen ; dies findet we- 
nigstens in den allermeisten Fallen statt. Unter i die Leuchtkraft 
des Objectes yerstaoden, ist dann die von ihm in's Auge gelan- 
gende Lichtmenge: 

{n= • ab^ ■ M' 

'i= 7ci ■ 

Ist aber K der Kreuzungspunkt der Strahlen im Auge und p der 
scheinbare Halbmesser des Bildes a"b", d. i. die Hälfte des 
Winkels a"Kb", so ist a"'h"' das Ketzhautbildund (An- (ani/p)*» 
der Inhalt des letzteren. Die mittlere Helligkeit des Netzhaut- 
bildes ist also: 
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c (72 . Kn'^ • tang q^' 

Bedeutet 8 den scheinbaren Halbmesser des vom Objeetive aus 
gesehenen Objectes und l den des vom Objeete aus gesehenen 
Objectives, so schreibt sich der Ausdruck für II wie folgt: 

„ i tang ö^ • cos k^ - R^ 

Handelt es sich um die Betrachtung eines sehr entferaten Ob- 
jectes, z. B. eines Himmelskörpers, so wird A verschwinden, und 

es kommt , wenn wir noch ( - — ^ ) , d. i. das Maass der Flächen- 

\tang 0/ 

vergrösserung durch das Femrohr, mit V bezeichnen, sowie die 

Apertur des Objectives mit A: 

II- ±J- 

V ' Kn^ 

Die Helligkeit wächst also wie die Grösse der Apertur und ist 
der Vergrösserung umgekehrt proportional. Die sichtbare Hellig- 
keit des mit blossem Auge betrachteten entfernten Gegenstandes 
ist, wenn a den Inhalt der Pupille bedeutet, wie er der Inten- 
sität und scheinbaren Grrösse des Objectes entspricht: 



//' = 



i ' a 



Kn^' 

Wir haben also noch für das Verhältniss der mit bewafihetem 
imd unbewaffiietem Auge wahrgenommenen Helligkeiten: 

JET: IP =A:aV. 
Die im Obigen erörterten Verhältnisse und ähnliche kommen 
unter Anderem bei dem Gebrauche des Steinheil'schen Pho- 
tometers in Betracht, dessen sich in neuerer Zeit Seidel mit 
grossem !^olge bedient hat. 



UI. Von der Beurtheilung der sichtbaren Helligkeit. 

Das Urtheil unseres Gesichtssinnes über den Grad der Hel- 
ligkeit zweier der Reihe nach ihm dargebotener Gegenstände 
darf auf keine sehr grosse Genauigkeit und Sicherheit Anspruch 
machen. Mit grösserer Zuverlässigkeit aber sind wir im Stande, 
die Helligkeit zweier Objeete mit einander zu vergleichen, . d. h. 
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das Mehr oder Weniger* des einen oder anderen anzugeben , so- 
bald sie sich gleichzeitig der Beobachtung darbieten* Daher 
müssen wir denn auch die photometrischen Messungen immer so 
einrichten, dass wir gleichzeitig die EflFecte der zu vergleichenden 
Lichter vor Augen bringen. Es leuchtet ein, dass es luerheivon 
grosser Bedeutimg ist, die Grösse des Fehlers zu kennen, wel- 
chen wir bei solchen Vergleichungen begehen können. Um nup 
diesen zu bestimmen, hat Lambert eine Versuchsreihe angestellt, 
die wir hier mittheilen wollen, da neuere B^stimmimgQn noch 
nicht vorliegen. Vor eine geweisste ebene Fläche pflanzte 
Lambert eine gleichförmig brennende Kerze auf un4 be- 
stimmte , indem er 10 — 12 Fuss von der Fläche zurücktrat, 
für verschiedene Entfernungen derselben von der beleuchteten 
Ebene die Distanz der beiden rechts und links von der Kerze 
gelegenen Stellen a', a' der Ebene, welche schon meiUich 
dunkler erschienen als diejenige Stelle a , welche von den Strah- 
len der Kerze senkrecht getroflfen wurde. Akd^nn berechnete 
er nach dem Gesetze über die Incidenz umd Entfenndi^ die Hel- 
U^eit der senkrecht bestrahlten und der beiden sciuef bestrahlteä 
Stellen, indem er die Helligkeit der mittleren Stelle für den Fall 
der kleinsten Entfernung der Kerze zur Einheit nahm. Es er- 
- gaben sich ihm so die in folgender Tabelle zusammengestellten 
Resultate. 
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Die in der letzten Colunme enthaltenen Zi^en sind die durch 
die Helligkeiten in a dividirten Differenzen, ako-i'^ Fehler, 
welche das Auge bei der Beurtheilung von Helligkeiten, £eden 
in der zweiten Colunme nahe liegen, JföGhBjtens begehen kann. 
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Hier ist aber die Rede von objectiver Helligkeit. Die sichtbaren 
Helligkeiten waren wegen der Veränderlichkeit der Pupille an- 
dere als die angegebenen ; aus jenen aber dürfen wir nur einen 
Schluss auf die Genauigkeit des Gesichtesinnes ziehen, der aber 
dermalen, wo uns über die von der Intensität abhängigen Varia- 
tionen Mer Pupille Nichts vorliegt, noch nicht gestattet ist. 
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das Mehr oder Weniger' des einen oder anderen anzugeben , so- 
bald sie sich gleichzeitig der Beobachtung darbieten* Daher 
müssen wir denn auch die photomeirischen Messungen immer so 
einrichten, dass wir gleichzeitig die Eflfecte der zu vergleichenden 
Lichter vor Augen bringen. Es leuchtet ein, dass es luerheivon 
grosser Bedeutung ist, die Grösse des Fehlers zu kennen, wel- 
chen wir bei solchen Vergleichungen begehen können. Um nup 
diesen zu bestimmen, hat Lambert eine Versuchsreihe angestellt, 
die wir hier mittheilen wollen, da neuere Bestimmungen noch 
nicht vorliegen. Vor eine geweisste ebene Fläche pflanzte 
Lambert eine gleichförmig brennende Kerze auf und be- 
stimmte , indem er 10 — 12 Fuss von der Fläche zurücktrat, 
für verschiedene Entfernungen derselben von der beleuchteten 
Ebene die Distanz der beiden rechts und links von der Kerze 
gelegenen Stellen a', a' der Ebene, welche schon merklich 
dunkler erschienen als diejenige Stelle a, welche von den Strah- 
len der Kerze senkrecht getroflEen wurde. Akd^nn berechnete 
er nach dem Gesetze über die Incidenz umd Ent^mnii^ die Hel- 
li^eit der senkrecht bestrahlten und der beiden sciiief bestrahlteä 
Stellen, indem er die Helligkeit der mittleren Stelle für den Fall 
der kleinsten Entfernung der Kerze zur Einheit nahm. Es er- 
gaben sich ihm so die in folgender Tabelle zusammengestellten 
Resultate. 
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Die in der letzten Columne enthaltenen Zi^en sind die durch 
die Helligkeiten in a dividirten Differenzen, aka: ^ Fehler, 
welche das Auge bei der Beurtheilung von Helligkeiten, £eden 
in der zweiten Colunme nahe liegen, J^öchBtens begehen kann. 



Die sichtbare Helligkeit. 105 

Hier ist aber die Rede von objeetiver Helligkeit Die sichtbaren 
Helligkeiten waren wegen der Veränderlichkeit der Pupille an- 
dere als die angegebenen; aus jenen aber dürfen wir nur einen 
Schluss auf die Genauigkeit des Gesichtesinnes ziehen, der aber 
dermalen 9 wo uns über die von der Jjatensität abhängigen Varia- 
tionen Mer Pupille Nichts vorliegt, noch nicht gestattet ist. 
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das Mehr oder Weniger" des einen oder anderen anzugeben, so- 
bald sie sich gleichzeitig der Beobachtung darbieten* Daher 
müssen wir denn auch die photomeirischen Messuäj^n immer so 
einrichten, dass wir gleichzeitig die EflFecte der zu vergleichenden 
Lichter vor Augen bringen. Es leuchtet ein, dass es hierbei von 
grosser Bedeutung ist, die Grösse des Fehlers zu kennen, wel- 
chen wir bei solchen Vergleichungen begehen können. Um nuijL 
diesen zu bestimmen, hat Lambert eine Vörsuchsr^he angestellt, 
die wir hier mittheilen wollen, da neuere Bestimmungen noch 
nicht vorliegen. Vor eine geweisste ebene Fläche pflanzte 
Lambert eine gleichförmig brennende Kerze auf und be- 
stimmte , indem er 10 — 12 Fuss von der Fläche zurücktrat, 
für verschiedene Entfernungen derselben von der beleuchteten 
Ebene die Distanz d^ beiden rechts und links von der Kerze 
gelegenen Stellen a', a* der Ebene, welche schon meiUich 
dunkler erschienen als diejenige Stelle a, welche von den Strah- 
len der Kerze senkrecht getroflEen wurde. Akd^nn berechnete 
er nach dem Gesetze über die Incidenz umd Entfpmsii^ die Hel- 
H^eit der senkrecht bestrahlten und der beiden schief bestrahlten 
Stellen, indem er die Helligkeit der mittleren Stelle für dBnFall 
der kleinsten Entfernung der Kerze zur Einheit nahm. Es er- 
■r gaben sich ihm so die in folgender Tabelle zusammengestellten 
Resultate. 
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Die in der letzten Columne enthaltenen Zi^en sind die durch 
die Helligkeiten in a dividirten Differenzen, ako'*^ Fehler, 
welche das Auge bei der Beurtheilung von Helligkeiten, die den 
in der zweiten Columne nahe liegen, J^öchBlIjens begehen kann. 
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Hier ist aber die Rede von objectiver Helligkeit. Die sichtbaren 
Helligkeiten waren wegen der Veränderlichkeit der Pupille an- 
dere als die angegebenen; aus jenen aber dürfen wir nur einen 
Schluss auf die Genauigkeit des Gesichtesinnes ziehen, der aber 
dermalen 9 wo uns über die von der Intensität abhängigen Varia- 
tionen Mer Pupille Nichts vorliegt, noch nicht gestattet ist. 



104 Vl^es Capitel. 

das Mehr oder Weniger" des einen oder anderen anzugeben , so- 
bald sie sich gleichzeitig der Beobachtung darbieten* Daher 
müssen wir denn auch die photometrischen Messungen immer so 
einrichten, dass wir gleichzeitig die EflFecte der zu vergleichenden 
Lichter vor Augen bringen. Es leuchtet ein, dass es luerbeivon 
grosser Bedeutung ist, die Grösse des Fehlers zu kennen, wel- 
chen wir bei solchen Vergleichungen begehen können. Um nun 
diesen zu bestimmen, hat Lambert eine Vörsuchsreihe angestellt, 
die wir hier mittheilen wollen, da neuere Bestimmungen noch 
nicht vorliegen. Vor eine geweisste ebene Fläche pflanzte 
Lambert eine gleichförmig brennende Kerze auf und be- 
stimmte , indem er 10 — 12 Fuss von der Fläche zurücktrat, 
für verschiedene Entfernungen derselben von der beleuchteten 
Ebene die Distanz der beiden rechts und links von der Kerze 
gelegenen Stellen a', a' der Ebene, welche schon meiUich 
dunkler erschienen als diejenige Stelle a, welche von den Strah- 
len der Kerze senkrecht getroflEen wurde. Alsdann berechnete 
er nach dem Gesetze über die Incidenz umd Entfemnn^ die Hel- 
U^eit der senkrecht bestrahlten und der beiden sciuef bestrahlten 
Stellen, indem er die Helligkeit der mittleren Stelle für den Fall 
der kleinsten Entfernung der Kerze zur Einheit nahm. Es er- 
gaben sich ihm so die in folgender Tabelle zusammengestellten 
Resultate. 
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Die in der letzten Colunme enthaltenen Zi^en sind die durch 
die Helligkeiten in a dividirten DiflFerenzen, ako &e Fehler, 
welche das Auge bei der Beurtheilung von Helligkeiten, £eden 
in der zweiten Colunme nahe liegen, .l^ÖGhBJiens begehen kann. 
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Hier ist aber die Rede von objectiver Helligkeit Die sichtbaren 
Helligkeiten waren wegen der Veränderlichkeit der Pupille an- 
dere als die angegebenen ; aus jenen aber dürfen wir nur einen 
Schluss auf die Genauigkeit des Gesichtesinnes ziehen, der aber 
dermalen y wo uns über die von der Intensität abhängigen Varia- 
tionen Mer Pupille Nichts vorliegt, noch nicht gestattet ist. 
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